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Zwei homogene irreversible Prozesse
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Zusammenfassung: Von Zeit zu Zeit gibt Prof. Ingo Miiller seinen Mitarbeitern kleinere
Aufgaben, deren Loésung ihn interessiert. Zwei dieser Probleme werden im vorliegenden Artikel
behandelt. Bei den betrachteten Prozessen handelt es sich um homogene irreversible Prozesse, die
nicht zuletzt auch fiir den Anfanger der Thermodynamik irreversibler Prozesse einigen didaktischen
Wert haben mogen. Behandelt werden die Plétzliche Kompression von Nafidampf und ein auf einem

Gas schwingender Kolben mit Dédmpfung durch irreversiblen Wirmetbergang.

1 Plotzliche Kompression von Nafidampf

1.1 Problemstellung

Ein Behélter des Volumens V; enthalte die Masse m Nakdampf des Dampfgehaltes 1 bei einem
Druck von p; und der zugehdrigen Siedetemperatur 73 (p;) (Zustand 1).

Nun wird der Nakdampf so schnell auf den Druck py komprimiert, daf wihrend der Dauer der
Kompression kein Dampf kondensiert oder verdampft, d.h. der Dampfgehalt bleibt konstant.

Ausgehend von diesem Zustand 2 wird sich der Nakdampf dem Gleichgewicht (Zustand 3) ni-
hern. Dies soll bei konstantem Druck geschehen; die Behilterwinde seien adiabat.

Wir werden annehmen, dab stets die gesamte Fliissigkeit auf dem Boden ruht, wihrend der
Dampf dariiber liegt, siche Abb. 1. Aukerdem sollen innerhalb einer Phase alle Felder homogen
sein.

1.2 Materialannahmen

Die kalorische und thermische Zustandsgleichung von Nakdampf sind nicht bekannt. Bei kleinen
Driicken kénnen wir jedoch in guter Ndherung annehmen, daf sich die Dampfphase als ideales
Gas und die fliissige Phase als inkompressible Fliissigkeit beschreiben lassen.
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Dampf

Abbildung 1: Der Zylinder unter konstantem Druck mit den beiden Phasen.

Dann sind spezifische Enthalpie A und Entropie st" der Fliissigkeit gegeben durch

T
B =c, (T =To) , s =cyln—, (1)
To
cy = 4.18 kJ/kgK ist die spezifische Wiarme des Wassers. Die Bezugstemperatur wird als Ty =
273.15K gewihlt, so dak bei 0°C' Enthalpie und Entropie des fliissigen Wassers verschwinden.

Spezifische Enthalpie und Entropie des Dampfes sind gegeben durch
T P o
e ( o)+ro , s p nT0 Rnp(To) —I—TO, (2)

R = 0.462kJ/kgK ist die spezielle Gaskonstante des Wassers, ¢, = 3R = 1.386 kJ/kgK sei-
ne spezifische Wiarme, ro = 2500 kJ/kg ist die Verdampfungswirme bei 0°C' und p (Ty) =
0.006107 bar ist der Dampfdruck bei 0°C'.

Aus diesen Materialgleichungen ergeben sich fiir den Zustand 2 unter der Annahme einer adiabat
reversiblen Kompression ohne Kondensation bzw. Verdampfung die folgenden Zustandsgréfen

P2 2/
Ty =1T1 , T2F:T1 ) TQD:Tl(p_) . (3)
1

1.3 Massenbilanzen

Zwischen den Zustdnden 2 und 3 dndern sich die Massen der Phasen durch den Kondensations-
vorgang an der Grenzfliche. Die Massenbilanz fiir ein System mit beliebig bewegter Berandung

lautet [1]
dm d N
T —E/de—_/g(vi_UZ)nsz

\%4 ov

Hier ist o die Massendichte, v; ist die Geschwindigkeit des Stoffes und ©; ist die Geschwindigkeit
der dufseren Umrandung mit Normale n;.

Da nur die Phasengrenze massedurchlissig ist und wir alle Felder als homogen annehmen, redu-
zieren sich die Massenbilanzen von Fliissigkeit und Dampf auf

F de

dt

dm

WZ—QF(”E—”G)A )

= 0" (vg — v) A 4)
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vG kennzeichnet die Geschwindigkeit der Grenzfliche A, vf und vl sind die Geschwindigkei-
ten von Fliissigkeit bzw. Dampf an der Grenzfliche. Aus Abb. 1 lesen wir fiir die Masse der
Fliissigkeit ab m™ = o AH und erhalten

dm” dH
5 = e Ag = ¢ A (5)
Der Vergleich von (4); und (5) zeigt, dak die Fliissigkeit an der Phasengrenze ruht, vt = 0. Da

die Gesamtmasse erhalten bleibt, gilt dann

QF
vg:vg(l—g—D).

und als einzige unbekannte Grofe verbleibt in den Massenbilanzen die Geschwindigkeit der
Phasengrenze vg. Diese ersetzen wir durch die pro Zeiteinheit kondensierende Wassermasse
o = oFvg A und schreiben
dm*’ dm?
—_— =0 , —F = —0. (6)
dt dt

Die Groke o werden wir spiater mit Hilfe der Irreversiblen Thermodynamik bestimmen.

1.4 Energiebilanzen

Fiir ein System mit beliebig bewegtem Rand lautet die Bilanz der inneren Energie [1]

v d

X Jdv;
% — %/Qudv = —/Qu (Uz' — ’Uz) nZdA—}— t —dV - /ansz7 (7)

i Ox;
14 v 14 ov
hier ist u die spezifische innere Energie, ¢;; der Spannungstensor und ¢; ist der Warmeflubvek-

tor. Im folgenden vernachldssigen wir die viskosen Spannungen und nehmen an, daf Dichte,

innere Energie und Druck im System homogen sind. Dann gilt insbesondere t;; = —pd;; und
fting”jdV =-pf gzz dV. Das letzte Integral wird iiber ein Volumen genommen, das sich mit
14 \4

der Geschwindigkeit ¢; bewegt. Wir berechnen es unter Verwendung des Satzes von Gaug,

8v2- 81:2- — ’i)i 8{72' N dV
dv = dv dv = . — o) midA + —,

Oz v oz ‘+/8mj v /(U bi) +dt
\%4 1%

ov

definieren den Warmefluf

§=- / ginid A

oV
und erhalten aus (7) die Bilanz der Enthalpie H = U + pV fiir ein offenes homogenes System,

dH

= —gh/ (v; — 0;) nidA + Q.
av

Unter Verwendung der Massenbilanzen (4, 6) kénnen wir jetzt die Enthalpiebilanzen fiir die
beiden Phasen aufstellen,

dHT . dHP
ni——y Y F -

1 = ohP QP ®)
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Da unser Gesamtsystem adiabat sein soll, beriicksichtigen die Warmefliisse QF, QP nur den Wiir-
meaustausch zwischen Fliissigkeit und Dampf. Die Gesamtenthalpie des Systems muf konstant
sein, also

0" = o (WP - h7) = QP )
Damit enthalten unsere Massen- und Enthalpiebilanzen zwei unbekannte Gréken, ndmlich die pro
Zeiteinheit kondensierende Masse ¢ und den Wirmeflug aus dem Dampf Q. Fiir beide werden

wir jetzt mit den Methoden der Thermodynamik irreversibler Prozesse (TIP) phianomenologische
Gleichungen herleiten. Dazu bendtigen wir die Entropiebilanz.

1.5 Entropiebilanz und phdnomenologische Gleichungen

Die Bilanz der Entropie S fiir ein beliebig bewegtes Volumen lautet

d d ;

d—f = %/gst = —/gs (v; — ;) nydA — %mdA + 3
14 v oV

wobei 3 > 0 die Entropieproduktion im Volumen ist. Fiir die jeweils homogenen Gebiete von

Fliissigkeit und Dampf erhalten wir
st )0 dsP )P
g @8 AP, 0
dt " dt T
da die Entropieproduktionen aufgrund der Homogenitit verschwinden, ¥ = ¥ = (. Addi-

tion dieser beiden Gleichungen liefert die Entropiebilanz fiir das Gesamtsystem, die wir unter
Verwendung von (9) schreiben kénnen als

ds 9" ¢" p(1 1 p (11

D (L8 _p( — ) =u> 1

at ~ 7 (TD 7 ™ 7r)) O \7m 7 20 (10)
g = h — Ts ist die freie Enthalpie.

Wir verwenden die Sprache der TIP [2] und schreiben die Entropieproduktion als Summe von
Produkten aus "thermodynamischen Fliissen” J4 und "thermodynamischen Kréaften” Fy,

Z:Z.]AFA.
A

Durch Vergleich mit (10) identifizieren wir

D F
D P g (1 1) 11
Ia={a.Q"} | FA_{T—D_T_F_h (T—D_T_F>’T—D_T_F

Die Positivitdt der Entropieproduktion wird garantiert durch einen ”phidnomenologischen An-
satz”

Ja = ZAABFA
B

mit einer positiv definiten Matrix A4p.

Wir wihlen fiir diese kleine Betrachtung willkiirlich den einfachsten Ansatz,

D F
g g p( 1 1 5D 1 1
U:”\(T_D_F_h (T_D_F» @ :O‘(T_D_W (1)

mit positiven Koeffizienten A, a. Insbesondere bedeutet (11)2, dak die in die Dampfphase flieken-
de Wirme nur auf die Temperaturdifferenz zwischen Dampf und Fliissigkeit zuriickzufiihren ist.
Wegen (9) fliekt dann die bei der Kondensation freiwerdende Verdampfungswirme o (h” — h™)
komplett in die Fliissigkeit. Da die Warmeleitfihigkeit der Fliissigkeit wesentlich gréfer ist als
die des Dampfes, ist dieser Ansatz plausibel.



H. Struchtrup: Zwei homogene irreversible Prozesse 5

1.6 Dampfdruck und Verdampfungswarme

Bevor wir zur Losung der Gleichungen kommen, wollen wir ihre das Gleichgewicht betreffenden
Aussagen diskutieren: Im Gleichgewicht verschwinden die Produktionen, o = O,QD =0, und
aus (11) folgt erwartungsgemik die Gleichheit der Temperaturen und der freien Enthalpien
beider Phasen,

TD:TF 7 gD:gF

Aus der zweiten Bedingung erhalten wir zusammen mit den Materialgleichungen (1, 2) eine
Gleichung fiir den Druck im Phasengleichgewicht - den Dampfdruck

p =pimen{-2(1- L)+ (1-2-nl)l (12)

Die iiblicherweise in Lehrbiichern aus der Clausius-Clapeyron’schen Gleichung abgeleitete Formel
fiir den Dampfdruck enthdlt nur den ersten Term in der Exponentialfunktion [3]. Der zweite
Term stellt eine Verbesserung dar: bei 7' = 343K mikt man z.B. einen Dampfdruck von p (T') =
0.3116bar, aus (12) bestimmt man ihn zu p (7') = 0.3081bar wihrend man ohne den neuen Term
p (') = 0.3478bar errechnet.

Mit Hilfe der Clausius-Clapeyron’schen Gleichung kann man aus (12) eine Ndherung fiir die
Temperaturabhdngigkeit der Verdampfungswirme gewinnen,

r=ro+ (cw—cp) (To=1T).

1.7 Resultate

Wir kommen nun zur Berechnung des Prozesses zwischen den Zustdnden 2 und 3. Als Variable
haben wir zundchst die Massen und Temperaturen beider Phasen anzusehen. Die Gesamtmasse
ist jedoch konstant

m=mP (t) + mE (t) = const
und dasselbe gilt fiir die Gesamtenthalpie,
H (1) = mP (1) [e, (T (t) = To) + 1] + (m — m” (1)) [es, (T7 (8) = Tu)] = Hy = const. (13)
mit
Hy = may [ep (T2 — To) + ro] + m (1 — 1) [ew, (17 — T0)].

Aus (13) berechnen wir die Temperatur der Fliissigkeit zu

_ Hy =P (1) [ep (T (1) = To) + o)

o (m — mD (©)) 0

+To (14)

Zu dieser Gleichung nehmen wir noch die Bilanzen des Dampfes, die wir vereinfacht schreiben

dmP g?  4F 1 1
— =AM I - AP - — 1
dt (TD TF (TD TF)> (15)

drP 1 1

konnen als
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Abbildung 2: Dampfmasse m” als Funktion der Zeit. Der Gleichgewichtswert m” = 0.2637kg
ist eingezeichnet.

Diese drei Gelichungen sind nun numerisch zulésen. Zustand 1 sei gegeben durch
p1 = 0.99115bar = T} =373.156K , 21 =03 , m = lkg.
Unter Vorgabe des Druckes po folgen aus (3) die Groken im Zustand 2
py = 4.5172bar = TF =545213 | TP =423.15 |, 2,=05 .

Im Zustand 3 (Gleichgewicht) haben Dampf und Fliissigkeit dieselbe Temperatur, ndmlich die
Siedetemperatur zum Druck p; = ps,

TP =7TF =1 (py) = 423.15K
und aus (13) ergibt sich der Dampfgehalt
H
52 = cw (T (p2) — To)

Ta = = 0.5042.
> (ep = cu) (T (p2) — To) + 10

Der zeitliche Verlauf von Dampfmasse m” und der Temperaturen 7%, TP wurde berechnet unter
Vorgabe der phinomenologischen Koeffizienten

A =10"35CK

— 3k K
a=510°kK iy

Diese Werte entsprechen nicht der Wirklichkeit, sondern wurden willkiirlich gewahlt. In Abb. 2
sieht man, dak zunichst (ungefihr bis ¢ = 50s) Dampf an der kalten Fliissigkeit kondensiert.
Ein Blick auf Abb. 3 zeigt, dak die bei der Kondensation freiwerdende Verdampfungswérme
und der Wirmeiibergang vom Dampf in die Fliissigkeit die Temperatur der Fliissigkeit iiber
die Siedetemperatur T (pz) heben. Durch die spitere Verdampfung eines Teils der Fliissigkeit
(Abb. 2) sinken dann die Temperaturen auf die Siedetemperatur. Aussagen iiber das tatsichliche
Verhalten des Systems kénnen erst nach Messung der phdnomenologischen Koeffizienten gemacht
werden.
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Abbildung 3: Temperaturen T (gestrichelt) und T (durchgezogen) als Funktionen der Zeit.
Der Gleichgewichtswert T" = 423.15K ist eingezeichnet.
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Abbildung 4: Dadmpfung durch irreversiblen Wirmeiibergang: Ein Kolben schwingt auf einem
Gas, in dem sich viele diinne Aluminiumscheiben befinden.

2 Dampfung durch irreversiblen Wirmeiibergang

2.1 Problemstellung

Wir betrachten einen mit der Luftmasse m;, gefiillten Zylinder, der durch einen reibungsfrei
bewegbaren Kolben der Masse mp abgeschlossen ist. Im Innern des warmedichten Zylinders
befinden sich n Schichten Aluminium vom Querschnitt A und der Gesamtmasse my, s. Abb. 4.

Der Kolben wird in eine Schwingbewegung versetzt und wir fragen nach dem zeitlichen Verlauf
des Zylindervolumens V sowie der Temperaturen von Gas und Aluminium, T und T4. Wir set-
zen homogene Verhidltnisse im Gas und im Aluminium voraus, vernachlissigen also Dissipation
durch Reibung und Wirmeleitung.

Der interessante Parameter in diesem System ist die Zahl der Aluminiumschichten n, die pro-
portional zur Kontaktfliche Gas-Aluminium ist. Je gréfer n ist, desto besser kann Wirme
zwischen Gas und Aluminium ausgetauscht werden. Wir werden untersuchen, inwieweit die
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Zahl n Frequenz und Dampfung der Schwingung beinfluft.

Diese Fragestellung wurde durch den Film ”"Reversible and Irreversible Processes” von B. Ferretti
ausgeldst [4], in dem ein solches System vorgefiihrt wird.

2.2 Grundgleichungen

Wir wollen in diesem Teil etwas schneller durch die Gleichungen gehen:

Die Energiebilanz fiir die Luft lautet [3]

Uy, . dv
=0 - p—. 17
=0 -r (17)
Wir betrachten die Luft als ideales Gas, dann haben wir fiir innere Energie U, und Druck p die
Zustandsgleichungen
s Al 11L
Up=mre, 1, , p= mLRLV

mit der speziellen Gaskonstante Ry, = 0.286 k.J/kg K und der spezifischen Wirme ¢, = 0.717 kJ/kgK =
5/2Rr; V kennzeichnet das Volumen des Zylinders. Die Wirme @ fliekt in das Aluminium, das
wir als inkompressiblen Festkorper ansehen mit der Energiebilanz

dU 4 .
= 1)

und der inneren Energie Us = macaT4. c4 = 0.907 kJ/kgK ist die spezifische Wirme des

Aluminiums.

Wieder gibt uns die Entropiebilanz den Zusammenhang zwischen Wirmefluk und den Tem-
peraturen der beteiligten Stoffe. Dazu setzen wir die Gibbs-Gleichungen fiir Luft, T7,dSy, =
dUr, + pdV, und Aluminium, T4dSs = dU 4, in die Entropiebilanz

dS _ d(SL-I-SA)

— = >
dt dt 20
ein und erhalten unter Verwendung der Energiebilanzen (17, 18)
dsS 1 1Y\ -
P —-__)o>o.
dt (TL TA> @20 (19)

Die phinomenologische Gleichung fiir ), die die Positivitit der Entropieproduktion garantiert,
lautet hier

an ist die Warmeiibergangszahl, von der wir verniinftigerweise annehmen, daf sie proportional
zur Oberfliche des Aluminiums, also zur Schichtenzahl n ist.

Die bisherigen Gleichungen dieses Abschnittes fassen wir zusammen zu zwei Gleichungen fiir die
Temperaturen T7,, T4,

dT;, _ « (1 1) 2Ty, dV

—=—n
dt MI,Cy

dl'y o 1 1
L L (21)
dt macy T, T4
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Die notwendige dritte Gleichung fiir das Volumen liefert uns die Bewegungsgleichung des Kol-
bens,
d*H

mKW = (p - po) A —mgyg,

die Kraft auf den Kolben setzt sich aus Druckkraft (p — pg) A und Gewichtskraft myg zusam-
men; H = V/A ist die Hohe des Kolbens iiber dem Zylinderboden. Den dukeren Luftdruck pg
und die Erdbeschleunigung ¢ eliminieren wir mit einer Fiillbedingung: Bei der Temperatur Ty
und einem Volumen Vj sei der Kolben in Ruhe. Dann gilt

T T,
(mLRL‘7O - po) A=mgg = Apo+ mKg = AmLRL?O
0 0

und wir kénnen die Impulsbilanz schreiben als

sz—AQ mL o (TL To)

V W

— 22
dt2 mg ( )

Mit (20, 21, 22) haben wir drei Gleichungen fiir die zu bestimmenden Groken 717,74 und V
gewonnern.

2.3 Grenzfille

Wir untersuchen die Gleichungen zunidchst fiir die Grenzfille verschwindender (n — 0) und
unendlich groker (n — co) Aluminiumoberfldche.

2.3.1 n — 0 (kein Wirmeaustausch)

In diesem Fall folgt aus (20) die Adiabatengleichung fiir das Gas wahrend nach (21) die Alumi-
niumtemperatur konstant bleibt

2 2
dInTrVs Vo) ? T
T:0:>TL:TO(‘—/> v g =0= Ty =T,.

Die Entropiebilanz (19) liefert die Konstanz der Entropie - es handelt sich um einen adiabat
reversiblen Prozef.

2.3.2 n — oo (perfekter Wirmeaustausch)

Der Warmeflull an <71—L - 73—,4) muf endlich bleiben. Geht die Aluminiumfliche nach unendlich

(n — o0), miissen also die Temperaturen von Luft und Aluminium gleich sein,
T, =T4="T.

Die gemeinsame Temperatur folgt aus der Bilanz der Gesamtenergie,

(mre, + mac )dTL ——2m c T dvV — T =T Yo %/(H:é?) (23)
LCy ACA dJt — 5 L ’U‘// dJt — 10
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Auch dieser Prozek ist adiabat reversibel (dS/dt = 0) und wir kénnen (23) als Adiabatenglei-
chung mit dem Adiabatenexponenten

macy

k= TACA

mrcy,

!
5 mrpcy
1

ansehen. Ist insbesondere die Masse des Aluminiums sehr viel groker als die Luftmasse, macq4 >
mry,c,, wird £ ~ 1 und der Prozef ist niherungsweise isotherm und adiabat reversibel!

In beiden Grenzfillen schwingt der Kolben also reversibel; im Allgemeinen ist dies nicht der

Fall.

2.4 Frequenz und Dampfung

Bevor wir das komplette nichtlineare Problem 16sen, wollen wir Frequenz und Ddmpfung des
Systems berechnen. Dazu betrachten wir kleine Schwingungen, in denen die Felder 17, T4,V
nur wenig von ihren Gleichgewichtswerten Ty, Vy abweichen. Wir setzen

TL:TO(I-I—GL) , TAZTO(I-I-HA) , VZVO(I-I-U)
und vernachlidssigen alle Produkte der kleinen Groken 67,604, v. Es folgt

doy, 2 dv do 4 d?v
- = ) — B p— - = — — — = — 24
o pn (04 —0r) AT Byn (04 —61) 7S 5 (0 —w) (24)

mit den Abkiirzungen

o ML,Cy 1-£& A? Ty
= s = = 3 5 - m R e 25
ﬁ mLCUT02 7 MACA Ak — g mKVo L LVO ( )

Zur Losung des Gleichungssystems (24) setzen wir harmonische Funktionen an,
or, = 6, expiwt , 4 = 64 expiwt , v=vexpiwt

und erhalten ein lineares Gleichungssystem fiir die komplexen Amplituden éL, éA, 0,

w+ Bn —pn %iw or, 0
—fByn w~+ fyn 0 b, | =10
-4 0 —w?+4 b 0

Nichttriviale Losungen finden wir nur, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix ver-
schwindet, wenn also gilt

w (w2 — go) —ifn(y+1) (w® - &) =0.

Die Losungen dieser Gleichung liefern die fiir w erlaubten Werte. Der Realteil von w ist die
Frequenz der Schwingung, der Imaginirteil gibt die zugehorige Dampfung an. Fiir die eben
behandelten Grenzfille finden wir jeweils ungeddmpfte Schwingungen mit den Frequenzen

7.
Whoo = 4/ =6 bzw. Whnooo = VRS

5

Fiir alle von null verschiedenen endlichen Werte von n sind die Schwingungen geddmpft!
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Abbildung 5: Volumen als Funktion der Zeit.

2.5 Resultate

Wir zeigen die Ergebnisse fiir eine Rechnung mit n = 10 Aluminiumschichten und den folgenden
Parametern:

To=273.15K |, po= lbar , Vo=01m* |, A=0.1m?
kJ K
a=210" , mp =0.140kg , m4=0.1kg , mx = 100kg
S

Die Abbildungen zeigen die numerisch ermittelte Losung des nichtlinearen Problems. In Abb. 5
sieht man deutlich den Abfall der Amplitude; die Dampfung ist auf den einzigen dissipativen
Prozek im System - den Wirmeiibergang - zuriickzufiihren.

Abb. 6 zeigt die gegeneinander versetzten Schwingungen in den Temperaturen von Luft und
Aluminium. Die starke Schwankung der Lufttemperatur ist primir eine Folge der adiabaten
Kompression, wihrend die schwicher schwankende Aluminiumtemperatur sich lediglich aufgrund
des Wérmeiibergangs dndert.

Abb. 7 zeigt die Zunahme der Entropie. Man sieht deutlich, dak die Entropie rascher zunimmt,
wenn die Temperaturen sich stirker unterscheiden. Die zunehmende Anidherung an das Gleich-
gewicht ist durch die Abnahme der Entropiezuwachsrate gut zu erkennen.
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Abbildung 7: Gesamtentropie S = S7, + 54 als Funktion der Zeit.
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Abbildung 6: Temperaturen 77, T4 iiber der Zeit.
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