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Einleitung

Das wesentliche Ziel der irreversiblen Strahlungsthermodynamik ist die Berechnung des Trans-
portes von Energie und Impuls durch Strahlung sowie des Austausches von Energie und Impuls
zwischen Strahlung und Materie.

Ein weiteres Ziel ist die Berechnung anderer in der Thermodynamik wichtiger Groflen, etwa

der Entropie, des Entropieflusses und der Entropieproduktion der Strahlung.

Die Kenntnis dieser Groflen ist notwendig in allen physikalischen Systemen in denen Strah-
lung in Wechselwirkung mit Materie steht. Das wichtigste Anwendungsgebiet ist sicherlich die
Astrophysik, d.h. die Beschreibung der Prozesse im Innern von Sternen. Grundsitzlich ist zu
unterscheiden zwischen Prozessen in denen die Strahlung im lokalen thermischen Gleichgewicht
mit der Materie steht, im folgenden als Strahlungsgleichgewicht bezeichnet, und Prozessen in

denen das gerade nicht der Fall ist.

Beide Probleme sind im Prinzip gelost, wenn die Strahlungs-Transport-Gleichung mit allen
die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie beschreibenden Termen bekannt ist. Die
Bereitstellung der Wechselwirkungsterme ist Aufgabe der Quantenmechanik [7][40], im wesent-
lichen miissen spektrale Absorptions- und Streukoeffizienten berechnet werden. Da sich die
Vorgiéinge im Innern von Sternen naturgemifl einer Messung entziehen und auch nicht im La-
bor simuliert werden kénnen, miissen die Koeffizienten vollstéindig, also ohne anzupassende

Parameter, bekannt sein.

Die thermodynamischen Groflen konnen aus der Verteilungsfunktion der Strahlung (oder al-
ternativ, aus der Intensitéit) und den spektralen Absorptions- und Streukoeffizienten durch
Integration iiber alle Frequenzen und Ausbreitungsrichtungen berechnet werden. Dazu muf}
die Verteilungsfunktion bekannt sein. Sie ergibt sich als Losung der Strahlungs-Transport-
Gleichung. Diese ist allerdings nur fiir einfache Probleme analytisch losbar, im allgemeinen
muf sie numerisch gelost werden. Die interessierenden Gréfien folgen dann durch (numerische)

Integration.
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Im Fall des lokalen Strahlungsgleichgewichts liegt lokal die bekannte Planck-Verteilung vor.
Mit einer der Chapman-Enskog-Methode dhnlichen Prozedur kann eine Niherungslosung der
Strahlungs-Transport-Gleichung konstruiert werden, aus der sich alle interessierenden Grofien
berechnen lassen, s. z.B. [7]. Daraus ergibt sich insbesondere das Rosseland-Mittel des Absorp-
tionskoeffizienten, das als Proportionalititsfaktor zwischen dem Strahlungsimpuls (oder dem

Energieflu) und dem Temperaturgradienten der Materie steht.

Die Theorie des lokalen Nichtgleichgewichtszwischen Strahlung und Materie wird notwendig,
wenn die Wechselwirkung von Strahlung mit relativ diinner Materie beschrieben werden muf3,
etwa in der Atmosphére von Sternen. Wihrend die Theorie des Strahlungsgleichgewichts voll
ausgeformt ist und neue Nahrung nur durch die Berechnung neuer spektraler Koeffizienten
erhalten kann, ist die Theorie des lokalen Nichtgleichgewichts noch heute Gegenstand der For-

schung.

Der Zugang iiber die Strahlungs-Transport-Gleichung ist sehr aufwendig, da diese fiir alle Fre-
quenzen und Ausbreitungsrichtungen gelost werden mufl. Hier bietet sich als Alternative die
Methode der Momentengleichungen an: Aus der Strahlungs-Transport-Gleichung lassen sich
Momentengleichungen fiir die Momente der Verteilungsfunktion (unter anderem Energie und
Impuls) gewinnen. Man erhélt einen Satz unendlich vieler gekoppelter partieller Differential-

gleichungen, die die Strahlungs-Transport-Gleichung ersetzen.

Da es nicht moglich ist, unendlich viele Gleichungen zu l6sen, mufl man sich auf eine endliche
Zahl von Momentengleichungen beschrinken. Es stellt sich die Frage, welche und wieviele
Momentengleichungen benétigt werden, um den Energie- und Impulstransport zufriedenstellend

zu beschreiben.

Die Beschrinkung auf eine endliche Zahl von Gleichungen wirft noch ein weiteres Problem auf:
Das Gleichungssystem aus endlich vielen Gleichungen ist nicht abgeschlossen, da in ihm mehr
Unbekannte als Variablen auftreten. Hier ben6tigt man Zustandsgleichungen, um das System

zu schlieflen. Es fragt sich, wie diese zu bestimmen sind.

Hier gibt es eine Vielzahl konkurrierender Theorien, die die gestellten Probleme auf verschiedene
Art angehen. Eine grofle Zahl von Autoren beschrinkt sich auf die Momentengleichungen fiir
Energie und Impuls, die mit verschiedenen Mitteln abgeschlossen werden, [3][28][30][31][35] u.a.
Diese Theorien reichen zu einer korrekten Beschreibung des lokalen Nichtgleichgewichts nicht
aus, da die Vielfalt an moglichen Abweichungen von der Gleichgewichtsverteilung unmoglich

nur durch zwei Grofien, Energie und Impuls, beschrieben werden kann'.

Aus diesem Grund wurde von ANDERSON&SPIEGEL [2] eine Theorie entwickelt, die eine grofere

IMit einer dieser Theorien [3][28] werden wir uns in Kap. 15 dieser Arbeit kritisch auseinandersetzen.
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Zahl von Momenten beriicksichtigt. Diese Theorie wurde spéter insbesondere von THORNE [49]
und SCHWEIZER [45] ausgeformt, die sich vorallem mit der Berechnung mittlerer Absorptions-
und Streukoeffizienten beschiiftigten. Unseres Erachtens ist auch diese Theorie nicht befriedi-
gend, da die gewiihlten Momente zwar die Anisotropie der Verteilungsfunktion widerspiegeln,
die spektrale Abweichung der Verteilungsfunktion von der Planck-Verteilung jedoch nicht be-

riicksichtigen.

Daher gehen wir in der vorliegenden Arbeit vor wie folgt: Zunichst wird ein ganz allgemeiner
Satz von Momenten als Variable gewihlt. Die Verteilungsfunktion wird mittels des Entropie-
maximumprinzips als Funktion der Variablen dargestellt. Diese Verteilungsfunktion stellt sich
heraus als eine Reihenentwicklung der tatséichlichen Verteilungsfunktion nach Kugelflichen-
funktionen, wodurch die Anisotropie beriicksichtigt wird, und nach Potenzen der Frequenz,
womit auch die spektrale Abweichung von der Gleichgewichtsverteilung ihren Niederschlag fin-
det. Die Zustandsgleichungen werden mit dieser Verteilungsfunktion berechnet.

Das so gewonnene Gleichungssystem fiir eine beliebige Zahl von Momenten wird dann darauf-
hin untersucht, welche Momente zur korrekten Berechnung des Energie- und Impulstransportes
notwendig sind. Dazu werden einfache Probleme untersucht, fiir welche die Momentengleichun-
gen und die Strahlungs-Transport-Gleichung gelost werden koénnen. Die Ergebnisse werden
verglichen und daraus werden Schliisse auf die notwendigen Variablen gezogen. Diese Betrach-
tungen werden ergéinzt um Untersuchungen der Struktur des Gleichungssystems, aus denen sich

weitere Einschrinkungen gewinnen lassen.

Insbesondere folgt aus diesen Uberlegungen, daf es lediglich im Grenzfall des Strahlungsgleich-
gewichts geniigt, nur Energie und Impuls als Variablen zu wiihlen. In diesem Fall bestétigt die
neue Theorie die klassische Theorie des Strahlungsgleichgewichts, insbesondere das Rosseland-
Mittel. Im Fall des lokalen Nichtgleichgewichts muf3 der Variablensatz deutlich erweitert wer-

den.

Als Folge der aus dem Entropiemaximumprinzip bestimmten Verteilungsfunktion, die einer Rei-
henentwicklung mit den Momenten als Koeffizienten entspricht, sind die Momentengleichungen
durch Matrizen von mittleren Absorptions- und Streukoeffizienten gekoppelt. Diese Kopplung
ist bisher in der Literatur der Strahlungsthermodynamik nicht bekannt und als das wichtigste
Ergebnis der Arbeit anzusehen. Im Verlauf der Arbeit wird gezeigt, dafi erst diese Kopp-
lung eine Ubereinstimmung zwischen Losungen der Momentengleichungen und Losungen der

Strahlungs-Transport-Gleichung liefert.



Uberblick

Die Arbeit teilt sich in vier Teile und einen Anhang.

Teil I bietet EINE KURZE EINFUHRUNG IN DIE STRAHLUNGSTHERMODYNAMIK. Im ersten
Kapitel werden die Grundlegenden Konzepte der Strahlungsthermodynamik vorgestellt. Es
gibt eine Zusammenfassung bekannten Stoffes: Die in dieser Arbeit verwendete mikroskopische
Beschreibung der Strahlung im Photonenbild und die Photonen-Verteilungsfunktion werden
eingefiihrt. Nach einer kurzen Wiederholung der Theorie der Strahlung im thermischen Gleich-
gewicht wird die Strahlungs-Transport-Gleichung vorgestellt. Die Form des Produktionsterms
dieser Gleichung wird erléutert und die spektralen Absorptions- und Streukoeffizienten defi-

niert.

Das folgende Kapitel gibt einen ersten Einblick in die Theorie des Energietransports in Gleich-
gewichtsndhe. Die bekannte klassische Theorie von ROSSELAND wird der Entropiemaximum-

methode gegeniibergestellt.

Dieser Teil schliefit mit einem Kapitel, das sich mit der Anbindung an die Materie befafit, also
mit der Frage, wie die Gleichungen der Strahlungsthermodynamik an die thermodynamischen
Gleichungen fiir die Materie koppeln. Insbesondere wird das H-Theorem fiir die Wechselwirkung

von Strahlung und Materie bewiesen.

Den wesentlichen Inhalt der Arbeit prisentiert Teil II, der sich mit der MOMENTENMETHO-
DE MIT ENTROPIEMAXIMIERUNG befafit. Momente und Momentengleichungen werden de-
finiert bzw. abgeleitet, dann wird aus dem FEntropiemazimumprinzip die Verteilungsfunktion
bestimmt. Diese stellt sich heraus als eine Entwicklung der Verteilungsfunktion in Potenzen

der Frequenz und Kugelflichenfunktionen.

Damit lassen sich die geschlossenen Feldgleichungssysteme fiir beliebige Variablensétze angeben,
die nun untersucht werden. Es wird gezeigt, dafl die Gleichungen im Lokalen Strahlungsgleich-
gewicht die bekannten Ergebnisse reproduzieren, insbesondere das Rosseland-Mittel fiir den

Absorptionkoeffizienten.
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Die beiden letzten Kapitel dieses Teils befassen sich mit der Einschrinkung der Momentenzahl.
Es wird gezeigt, dal im Falle Eingeschrdinkter Anisotropie wenige Kugelflichenfunktionen zur
Darstellung der Verteilungsfunktion benétigt werden. Insbesondere stellt sich heraus, dafl dieser
Fall von selbst eintritt, wenn die Zahl der Streuvorginge die Zahl der Absorptionsprozesse

deutlich tiberwiegt.

Die Frage, inwieweit die Verteilungsfunktion durch wenige Monome approximiert werden kann,
wird an einem exemplarischen Experiment diskutiert, der Plétzlichen Kompression von Strah-
lung und ihrer anschliefenden Anniherung an das Gleichgewicht durch Wechselwirkung mit
Materie. Durch den Vergleich mit der Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung ergibt sich
eine Abhingigkeit von der Form des spektralen Absorptionskoeffizienten. Fiir einige Absorpti-

onskoeffizienten wird die Zahl der benstigten Monome angegeben.

Es stellt sich heraus, daf3 die ABSORPTION EINES SONNENSTRAHLES durch die bisher verwen-
dete Verteilungsfunktion nicht gut beschrieben werden kann; diesem Problem ist Teil 1II ge-
widmet. Nach einer mikroskopischen Beschreibung des Sonnenstrahles wird eine dem Problem
angepafite Verteilungsfunktion angegeben. Aus den mit dieser Verteilungsfunktion abgeschlos-
senen Feldgleichungen wird die Absorption eines Sonnenstrahles berechnet (ohne Streuung).
Hier werden wieder die Losungen von Feldgleichungen und Strahlungs-Transport-Gleichung
verglichen und ihre Ubereinstimmung nachgewiesen. Fiir die Absorption und Streuung des
Sonnenstrahles 148t sich die Strahlungs-Transport-Gleichung analytisch nicht 16sen, wohl aber
die Feldgleichungen. Fiir ein einfaches spektrales Absorptions- und Streuverhalten werden diese

gelost und die Losung wird diskutiert.

Bisher wurden die Feldgleichungen nur fiir den Fall ruhender Materie im Schwerpunktsystem
der Materie betrachtet. Dort haben sie die einfachste Form, was den Anlafl gab, erst diesen Fall
zu behandeln. Um diese Einschréinkung zu verlassen, ist es sinnvoll, gleich die KOVARIANTEN
MOMENTENGLEICHUNGEN aufzustellen. In Teil IV werden kurz die Kovarianten Gleichungen
fiir die Materie behandelt und im Anschlufl daran dann die Kovarianten Gleichungen fiir die
Strahlung. Strahlungs-Transport-Gleichung, Momente und Momentengleichungen werden kova-
riant angegeben. Es zeigt sich, dafl zum Abschlufl der kovarianten Momentengleichungen auf die
bisherigen Ergebnisse zuriickgegriffen werden kann, so dafl ohne weiteren Aufwand ein geschlos-
senes Feldgleichungssystem entsteht. Die Gleichungen werden auch fiir den Fall angegeben, dafl
die Materiegeschwindigkeit fiir den Beobachter wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit
ist. Sie werden in dieser Arbeit nicht weiter untersucht.

Den Abschluf} bildet die Diskussion einer Nichtlinearen 4-Feld-Theorie der Strahlungsthermo-
dynamik, zu deren Kritik es des relativistischen Formalismus’ bedarf. Es wird gezeigt, dafl die
Nichtlinearititidten die Folge von Transformationen zwischen Beobachtersystemen sind, die von

den Autoren dieser Theorie fehlinterpretiert werden.



Die einzelnen Abschnitte des ANHANGS werden aus dem Text heraus angesprochen. Sie enthal-
ten entweder Bekanntes oder den Text sprengende Berechnungen. Er entstand in der Absicht,
die Arbeit so weit in sich geschlossen zu gestalten wie moglich. Hier sei nur hingewiesen auf

den Abschnitt, der sich der Frage Gibt es eine Strahlungstemperatur? widmet.
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Teil 1

Eine kurze Einfiihrung in die

Strahlungsthermodynamik



Kapitel 1

Grundlegende Konzepte

1.1 Strahlung im Welle-Teilchen-Dualismus

Zwar hatte schon NEWTON gesagt, Licht bestiinde aus Teilchen, doch konnte sich diese Ansicht
lange Zeit nicht durchsetzen. Mit dem Nachweis von Beugung und Interferenz, die im Wellenbild

erkliarbar sind, schien NEWTON ins Unrecht gesetzt zu sein.

Ihren Hohepunkt erreichte die Beschreibung von Strahlung im Wellenbild mit MAXWELLs Theo-
rie der elektromagnetischen Wellen. Mit dieser Theorie war es nicht nur moglich, schon bekannte
Effekte zu beschreiben, sondern auch, neue zu entdecken. Man denke etwa an den Nachweis
der Radiowellen durch HERTZ.

Bald jedoch wurden Beobachtungen gemacht, die sich mit dieser Theorie nicht beschreiben
lieen, z.B. die scharfen Absorptionsspektren mancher Stoffe und der Lichtelektrische Effekt
(Photoeffekt). Beim Photoeffekt wurde festgestellt, dafl die Energie der ausgeltsten Elektronen
nur durch die Frequenz des auslosenden Lichtes, ihre Anzahl jedoch durch die Lichtintensitét

bestimmt wird.

Den Widerspruch zur Wellentheorie des Lichtes, nach der die Intensitit, also die auf eine Fli-
che einfallende Energie des Lichtes, die Energie der ausgelosten Elektronen bestimmen sollte,
konnte EINSTEIN kldren. Dazu griff er auf die von PLANCK bereits in seiner Erkldrung der Hohl-
raumstrahlung postulierten Energiequanten zuriick. Danach war der Photoeffekt zu erkliren,
wenn Licht aus Teilchen besteht, den Photonen.

Die in dieser Arbeit zu beschreibenden Phianomene konnen sowohl im Teilchenbild als auch

im Wellenbild beschrieben werden; in der zitierten Literatur ist keine eindeutige Vorliebe der
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Autoren fiir das eine oder das andere Modell festzustellen. Das Teilchenbild erlaubt eine eng
an die kinetischen Gastheorie angelehnte Beschreibung der Strahlung. Deshalb werden wir uns

weitgehend auf das Teilchenbild beschrinken.

1.2 Photonen

Photonen werden durch ihre Frequenz und ihre Ausbreitungsrichtung vollstéindig beschrieben:

Ein Strahl der Frequenz w in Richtung n; besteht aus Photonen der Energie

Epn = hw (1.1)
und des Impulses’
hw
pf)h = 77’%, (1.2)

h = h/2m und h ist die Plancksche Konstante. ¢ bezeichnet die Lichtgeschwindigkeit, die
wir im Folgenden als konstant ansehen, d.h. wir vernachléssigen Dispersion und Brechung der

Strahlung.

Es ist tiblich, die Eigenschaften eines Photons in einem Vektor, dem Wellenvektor k;, zusam-

menzufassen,
Frequenz und Wellenvektor sind iiber die Dispersionsrelation w = ck verkniipft. Es folgt fiir

Energie und Impuls
Epn, = hck, (1.4)
prh = k. (1.5)
Der Betrag k des Wellenvektors wird als Wellenzahl bezeichnet. Aufgrund der Dispersionsrela-
tion sind ”w-Abhéngigkeit” und ” k-Abhéingigkeit” Synonyme.

Fiir das dreidimensionale Integrationselement im k-Raum gilt
dk = k* dk dS. (1.6)
Der Raumwinkel df2 kennzeichnet ein Element auf der Einheitskugel,
dQ = sin dv d. (1.7)

Da wir uns in dieser Arbeit auf unpolarisierte Strahlung beschriinken, benttigen wir keine

weiteren Groflen zur Charakterisierung der Strahlung.

'In dieser Arbeit wird durchweg der Tensor-Index-Formalismus mit der Einsteinschen Summationskonvention
verwendet, siehe z.B. [27].
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1.3 Die Photon-Verteilungsfunktion

Die Photon-Verteilungsfunktion f(z;,t, k;) ist so definiert, daf
dN = f(x;,t, k;) dxdk (1.8)

die Zahl von Photonen mit Wellenvektoren aus dem Intervall (k;, k; + dk;) ist, die sich zur Zeit

t an Orten im Intervall (z;, x; + dx;) befinden.

Manchmal wird die Photon-Verteilungsfunktion f(a:l, t,pf h) so definiert, dafl

dN = f(a:i,upfh) dxdp™™" (1.9)

die Zahl von Photonen mit Impulsen aus dem Intervall (pfD h, pF h dpf h) ist, die sich zur Zeit ¢t an Orten im

Intervall (z;,x; + dz;) authalten. Der Zusammenhang zu unserer Definition ist gegeben durch f: 1/R3f.

Oft wird in der Literatur nicht iiber die Photonen-Verteilungsfunktion gesprochen, sondern iiber die Intensitiit
I(x;,t,w,n;), die so definiert ist, daf

I(z;,t,w,n;) cosV dw dQUdAdt (1.10)

die withrend der Zeit dt von Strahlung aus dem Frequenzintervall (w,w + dw) in den Raumwinkel dQ2 um n;
durch ein Flichenelement dA transportierte Energie ist. ¥ ist der Winkel zwischen n; und der Flichennormale.
Die Definition (1.10) hat historische Griinde, denn (1.10) ist eine mefibare Grofie. Mit

dk = k* dk dQ = w?/c? dw dQ (1.11)

folgt

hw3

(1.12)

Aus der Verteilungsfunktion lassen sich durch Integration anschauliche Mittelwerte bilden, etwa

die Energiedichte

e:/Ephfdk:/hckfdk, (1.13)
die Impulsdichte

pi = /pfhf dk :/hkif dk, (1.14)
der Energieflufl

Q; = cp; = 02/7731@»]‘ dk (1.15)
oder der Drucktensor (Impulsfluidichte)

Ni; = /hckninjf dk; (1.16)

fiir den Strahlungsdruck gilt . .

— N, = ze. 1.17
P=3 3¢ (1.17)
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Die Entropiedichte der Strahlung folgt aus der Verteilungsfunktion als (Anhang A)

h:—kg/[flni—( + f)n (1—|—i>] dk, (1.18)
) Y
mit
y =2/ (2r), (1.19)
kp ist die Boltzmann-Konstante. Der Entropieflul der Strahlung ist gegeben durch

qbi:—kgc/n,- [flng—(y—l—f)ln (1—}—5)1 dk, (1.20)

1.4 Strahlung im Gleichgewicht

Bevor wir uns der Strahlung im Nichtgleichgewicht widmen, wollen wir kurz die Theorie der
Gleichgewichtsstrahlung betrachten, also von Strahlung, die mit Materie der Temperatur 7" im
Gleichgewicht steht. Fiir Experimente besonders geeignet ist die Strahlung im Innern eines
Hohlraumes, die mit den Wénden des Hohlraumes (Temperatur 7') im Gleichgewicht steht.

Daher wird die Gleichgewichtsstrahlung oft als Hohlraumstrahlung bezeichnet.

Nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz ist der Zusammenhang zwischen der Energiedichte der

Gleichgewichtsstrahlung und der Temperatur T' gegeben durch
eip(T) =aT". (1.21)

Dieses Gesetz wurde von STEFAN im Jahre 1879 anhand von Experimenten festgestellt. Dazu
ist zu sagen, daf} nicht die Energiedichte selbst gemessen werden kann, sondern nur die Energie
der aus einer Offnung im Hohlraum austretenden Strahlung. Dabei ist darauf zu achten, daf
die Offnung klein genug ist, so daf das Gleichgewicht im Hohlraum nicht gestort wird. Die pro
Zeiteinheit durch eine Fliche n! dA flieende Energie ist gegeben durch (1.15)

Qin dA = he? / knni figk? dk dQ dA. (1.22)
Ist ¥ der Winkel zwischen Flichennormale und Ausbreitungsrichtung, also n;n#t = cos v, dann
fliet durch die Offnung eines Hohlraums pro Zeit- und Flicheneinheit die Energie
7I'/2 2
Qi = hc? / k3f|Edk/ / cos ¥ sind dvt dy (1.23)
¥=0p=0
e ca
— Wcﬁ = 7T =osT" (1.24)
Die Stefan-Boltzmann-Konstante ogp = ca/4 hat nach Messungen einen Wert von
osp = 5.6703 1078 (1.25)

sm2K4
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Der Proportionalitéitsfaktor in (1.21) ergibt sich damit zu

4
0= 258 _ 75604 10716
C

= (1.26)

Diese Grofle wird als Strahlungskonstante bezeichnet.
BOLTZMANN konnte das von STEFAN gefundene Gesetz thermodynamisch begriinden [46].

Mit verfeinerten Mefitechniken war es bald moglich, nicht nur die frequenzintegrierte Energie-

dichte e;(T") zu messen, sondern auch die frequenzabhéngige Energiedichte

ek, T) = he / K S dS2. (1.27)

Es gelang PLANCK, das Ergebnis der Messungen theoretisch zu begriinden, indem er annahm,

dal die Materie Energie nur in Quanten hw absorbieren und emittieren kann.

Wir verzichten hier auf die Herleitung von PLANCK, sondern leiten umgekehrt die Planck-
Verteilung aus der Definition der Entropie (1.18) ab. Die hier verwendete Methode werden wir

spiter auf das Nichtgleichgewicht ausdehnen.

Wir wissen, daf die Entropie (1.18) im Gleichgewicht ein Maximum annimmt, und daf fiir die

Energiedichte im Gleichgewicht gilt
ep=aT"= /hck:fE dk. (1.28)

Nach den Messungen hiingt die Strahlungsverteilung im Gleichgewicht nur von der Temperatur
(bzw. der Energiedichte) ab. Wir miissen also (1.18) unter der Nebenbedingung (1.13) ma-
ximieren. Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators A machen wir uns von der Nebenbedingung

frei und maximieren
b = —k:B/ {flng —(y+ f)ln (1—1—5)} dk — A {/hck:fdk—e} (1.29)

beziiglich f ohne Nebenbedingungen. Es ergibt sich die Verteilungsfunktion zunichst als

Y
=— 1.30
Einsetzen dieser Funktion in die Nebenbedingung (1.28) liefert mit (1.19)
L (1.31)

15 (he)® aT*

Mit den bekannten Werten von a, kg und h ergibt sich der Lagrange-Multiplikator zu A = 1/T

und die Planck-Verteilung lautet

Y
fie = —r—
T ep 2

(1.32)
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Die gemessene Funktion ejg(k,T") ergibt sich zu

4mryhck3

hck 1

sk, T) = exp 2k
k5T

(1.33)

in hervorragender Ubereinstimmung mit den Messungen. Fiir die Entropiedichte erhalten wir
4

hE = gaT?’. (1.34)

Da die Hohlraumstrahlung mit der Materie im Gleichgewicht steht, fiir die eine Temperatur

definiert ist, und zwei Korper im Gleichgewicht dieselbe Temperatur haben, kénnen wir der

Strahlung im Gleichgewicht eine Temperatur zuordnen. Im Nichtgleichgewichtsfall wird das

nicht so einfach moglich sein (siche Anhang G).

1.5 Die Strahlungs-Transport-Gleichung

Die Photonenzahldichte f ist gegeben durch die Strahlungs-Transport-Gleichung [8][35][40]?

of of
E + ana—mk = 8. (135)

Sdk ist die Produktionsdichte von Photonen mit Wellenvektor k;. Da Photonen nicht unter-
einander wechselwirken, resultiert sie nur aus der Wechselwirkung der Photonen mit Materie,
also aus Absorption, Emission und Streuung. S ist eine Funktion des Wellenvektors k; und der
Materieeigenschaften wie Dichte und Temperatur. In der Regel gibt es verschiedene physika-
lische Prozesse, die zu S beitragen. Sei S,dk die Produktionsdichte von Photonen aus einem

Wechselwirkungsmechanismus «, dann gilt
S=Y S (1.36)
Im thermodynamischen Gleichgewicht muf3 die Produktionsdichte verschwinden,

S =0. (1.37)

1.6 Absorption, Emission und Streuung

Wir wollen die Produktionsdichten fiir einige grundlegende Wechselwirkungsprozesse angeben.
Hier miissen wir unterscheiden zwischen Emissions- bzw. Absorptionsprozessen, bei denen Pho-
tonen erzeugt bzw. vernichtet werden, und Streuprozessen, bei denen die Photonenzahl erhalten
bleibt.

2Wird Dispersion und Brechung der Strahlung berticksichtigt (c # const.), enthilt die linke Seite der Glei-
chung einige Modifikationen, siche dazu [42].
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Wir werden die Produktionsdichten zunéchst nur im Ruhesystem der Materie angeben. D.h. ins-
besondere, dafl £ und n; die von einem Beobachter in diesem System gemessenen Wellenzah-
len bzw. Richtungsvektoren kennzeichnen. Damit haben wir dann die Strahlungs-Transport-
Gleichung im Ruhesystem der Materie formuliert. Der Ubergang zu beliebigen Beobachter-
systemen verlangt eine sorgfiiltige Beriicksichtigung von Doppler-Effekt und Aberration. Die
dazu notwendige Einbettung der Theorie in die Relativitdtstheorie werden wir erst in Teil IV
dieser Arbeit durchfiihren.

1.6.1 Spontane und erzwungene Emission, Absorption

Fiir alle Emissions- und Absorptionsprozesse gilt?

Sap=¢es+ezf —r'f, (1.38)

esdk ist die pro Zeit emittierte Photonendichte aus spontaner Emission, €z fdk ist die aufgrund
erzwungener Emission emittierte Photonendichte und ' fdk ist die absorbierte Photonendichte.

k' ist der wahre Absorptionskoeffizient.

Im thermischen Gleichgewicht gilt

€ 1
0= 5A/E|E =¢&s+ €Zf\E - H/f\E = f|E = E—S 1 (1.39)
Z5; =
und mit (1.32) mufl dann gelten
K;I
€5 =Yez = %, (1.40)
exp 17

Es folgt, dafl wir schreiben kénnen

hck
Sajp=—k(f - fir) mit K=k (l—exp (—é)) . (1.41)
heifit effektiver Absorptionskoeffizient!. Die einfache Form (1.41) gilt nur, wenn die absorbie-
rende Materie fiir sich im lokalen Gleichgewicht steht, siche dazu die detailliertere Diskussion
in Anhang B°.

3Die von uns verwendeten Symbole fiir Emissionsvermégen und Absorptionskoeffizienten sind die in der Li-
teratur iiblichen. Es ist allerdings darauf zu achten, dafl wir das Emissionsvermogen fiir die Verteilungsfunktion
und nicht wie iiblich fiir die Intensitét formulieren. Die von uns verwendeten Absorptionskoeffizienten s folgen
aus den Literaturwerten kr;; durch k = pkr, wobei o die Dichte der Materie ist.

4Chandrasekar [7] bezeichnet den wahren und den effektiven Absorptionskoeffizienten gerade umgekehrt.
Eine kinetische Theorie von Strahlung und Materie im Nichtgleichgewicht findet sich in [16], allerdings

werden dort die Wechselwirkungsterme nicht ausgewertet.
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1.6.2 Absorptionsspektren

Eines der Ziele dieser Arbeit ist die Berechnung von mittleren Absorptionskoeffizienten aus
spektralen Absorptionskoeffizienten. Letztere sind fiir wichtige Prozesse der Literatur zu ent-
nehmen. Der effektive Absorptionskoeffizient ist gegeben durch die Summe iiber die Absorpti-

onskoeffizienten der verschiedenen Prozesse (Z#hlvariable «),

K= Zfia. (1.42)

Wir beschriinken uns in dieser Arbeit auf die Betrachtung ausgewihlter, physikalisch wichtiger

Absorptionsvorginge.

Graue Materie

Die einfachste Modellvorstellung fiir die Wechselwirkung ist ein in jeder Frequenz gleichméiflig
absorbierendes Gas, d.h.

Kam = 0 - const. (1.43)

Der Absorptionskoeffizient ist proportional zur Materiedichte p. FEin solches Gas ist in der

Natur jedoch nicht realisiert.

Absorption nach einem Potenz-Gesetz

Als ein einfaches Beispiel fiir spiétere Rechnungen verwenden wir Absorptionskoeffizienten der
Art

Kpg = Kpghk’, v=...—2,-1,0,1,2,... (1.44)
Kpg ~ 0 (1.45)

Durch Uberlagerung verschiedener Spektren dieser Art kann auch ein komplizierteres Absorp-

tionsverhalten dargestellt werden.
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Gebunden-Frei-Ubergiinge (Photoionisierung)

Bei der Ionisation eines Atoms oder Ions durch Photonen ergibt sich ein Absorptionskoeffizient
[7][47]

1 —exp <—%>
13 = , hck > hck, (1.46)

0 hek < hck,

Kpf = Dbf(Z, n)

Dy(Z,n) = A(Z,n) o(Z,n). (1.47)

Dabei ist der Faktor D(Z,n) eine Funktion der Ladung Z und des Quantenzustandes n der
Ionen und o(Z, n) ist ihre Dichte; hck, ist die mindestens notwendige lonisierungsenergie. Der
Zusammenhang der Konstanten A(Z,n) mit atomaren Konstanten ist der angegebenen Litera-
tur zu entnehmen. Fiir ein reales Ion ergeben sich eine Vielzahl von Ausdriicken dieser Art, die

als Gesamtheit das Ionisierungsspektrum beschreiben.

Frei-Frei-Ubergiinge (Bremsstrahlung)

Fiir die Absorption von Bremsstrahlung, also fiir die Wechselwirkung von Photonen mit freien
Elektronen in der Nihe eines schweren Ions oder Atoms, ergibt sich ein #dhnlicher Ausdruck
[4][7],

1 —exp (_gd;)
Kfp = fo(Z, TL) 13 z y (148)

Dys(Z,n) = B(Z,n) gna. (1.49)

Die Absorption und Emission von Bremsstrahlung ist der wichtigste Prozefl in sehr heiflen
Plasmen [49]. Der Zusammenhang der Konstanten B (Z,n)mit atomaren Konstanten ist der

angegebenen Literatur zu entnehmen, n,; ist die Zahldichte der freien Elektronen.

1.6.3 Streuung

Bei Streuvorgéingen werden Photonen nicht erzeugt und vernichtet, sondern nur in ihrer Flug-
richtung und ihrer Frequenz beeinfluft. Wir betrachten in dieser Arbeit nur elastische Streuung

von Photonen, d.h. Streuprozesse, bei denen die Frequenz des Photons sich nicht éndert.
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Abbildung 1.1: Zur Geometrie des Streuvorganges

Zur Berechnung des Wechselwirkungsterms betrachten wir Abb. 1.1. Unpolarisiertes Licht der
Richtung n/ fillt auf das streuende Teilchen und induziert im Teilchen zwei Dipol-Schwingungen
gleicher Amplitude. Die Achsen beider Dipole liegen senkrecht zur Einfallrichtung n}. Da in un-
polarisiertem Licht keine Polarisationsrichtung ausgezeichnet ist, kénnen die Achsen der Dipole
so gelegt werden, daf ein Dipol in der durch die Abstrahlrichtung n; und die Einfallrichtung n/
aufgespannten Ebene schwingt (die Hantel in der Abb.) und der andere senkrecht dazu (durch
den Doppelkreis gekennzeichnet). Wir fragen nach der Energieabstrahlung in Richtung n;.

Bezeichnen wir den Streuquerschnitt des Teilchens mit o, dann betrigt die pro Zeiteinheit
auf das Teilchen einfallende und an ihm gestreute Strahlungsenergie mit Wellenzahl £ und

Richtungsvektor n;:
P = ohc®kf(k,n}) k*dkdSY . (1.50)

Ist 6 der Winkel zwischen der Dipolachse und der Abstrahlrichtung, dann ist die Abstrahlung
eines schwingenden Dipols proportional zu sin®# [5]. Der Abbildung entnehmen wir § = ¥ + 2
fiir den in der Zeichenebene schwingenden Dipol und 6 = 7 fiir den anderen. Die in Richtung

n; von beiden Dipolen abgestrahlte Leistung ergibt sich also zu

3 2
16_7TP (1 + cos®¥) d, (1.51)

der Faktor 72— dient der Normierung, 5= [ (1 + cos?¥)) dQ2 = 1.

Indem wir P durch (1.50) ersetzen und iiber alle Einfallsrichtungen n; integrieren, erhalten wir
die gesamte von einem Teilchen aufgrund von Streuung in Richtung n; abgestrahlte Leistung
zu
miﬁahczk /(1 + cos® D) f(k,nj) deY k*dkds). (1.52)
Q
Die Zahl der streuenden Teilchen in dx ist gegeben durch ndx (n = ¢/m - Teilchenzahldich-

te). Die von diesen Teilchen der Strahlung (k,n;) durch Streuung entnommene Energie pro
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Zeiteinheit ist gegeben durch,
nohc®kf(k,n;) k*dkdQdx, (1.53)

die zugefiihrte Energie pro Zeit hingegen durch

n%ah&k/ (14 cos® ) f(k,n}) dY k*dkdQdx. (1.54)
s

Ql

Die Differenz der beiden letzten Ausdriicke liefert uns die Nettoproduktion von Strahlungsener-

gie mit Wellenzahl £ und Richtung n;,

fickSsidkdx = —hcknoc | f(k,n;) — 12 /(1—}—005219) fk,nl)d | K*dkdQdx  (1.55)
Q/

Mit der Identitit cos® ¥ = NN = n@nj)n’(in;.) + % erhalten wir den Wechselwirkungsterm

fiir Streuung als

Sst = —( { -0 / f(k gﬂn@nj) / nyny f (k') dQ’} : (1.56)

Die Indizes in den spitzen Klammern bezeichnen einen vollsténdig spurfreien symmetrischen

Tensor, siehe dazu Anhang C. Oft wird auch die fiir isotrope Streuung vereinfachte Formel

Ser = —C <f _ % /f (e, ) dQ’) (1.57)

verwendet.
Die Groe ¢ = noc = g/m oc heifit Streukoeflizient.

Es gilt fiir die Abhéingigkeit von der Wellenzahl fiir die Rayleigh-Streuung an Teilchen [20]

Cr = Crk* (1.58)
und fiir die Thomson-Streuung an Elektronen [49]

Cr = const. (1.59)



Kapitel 2

Energietransport in

Gleichgewichtsnihe

Wir wollen die Beschreibung des Energietransportes durch Strahlung in der Nihe des Gleichge-
wichtes betrachten. Wir werden zwei Methoden gegeniiberstellen, aus der Strahlungs-Transport-
Gleichung (1.35) eine Bilanzgleichung fiir die Strahlungsenergie aufzustellen: einmal die klas-
sische Methode, die auf ROSSELAND zuriickgeht und zum anderen die Methode der Entropie-

maximierung.

Ausgangspunkt fiir beide Methoden ist die Strahlungs-Transport-Gleichung, die wir hier ohne
Streuung im Ruhesystem der Materie betrachten, so dafl die Produktion durch (1.41) gegeben

ist,

of of
o Mgy~ R ) 2.1)
Multiplikation mit der Photonenergie hck und Integration iiber den k-Raum liefert die Ener-
giebilanz
Je  ,O0py
— — =P.. 2.2
5’15 c 8xk ( )

Energiedichte e und Impulsdichte py sind durch (1.13, 1.14) definiert und

P.=- / khek (f — fir) dk (2.3)

bezeichnet die Energieproduktion.

Unser Ziel ist es, fiir den Fall kleiner Abweichungen vom Gleichgewicht Gleichungen zu finden,

die py und P, auf die Energiedichte der Strahlung und auf die Materietemperatur zuriickfiihren.
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2.1 Planck- und Rosseland-Mittelung

Im Fall grauer Materie erhalten wir fiir (2.3)
P. = —kqu (e —aT™?). (2.4)
Es wird postuliert, dal auch sonst die Energieproduktion diese Form hat,
P.=—k(e—al"). (2.5)

Der mittlere Absorptionskoeffizient & wird so bestimmt, daf} gilt

kaT* = //@hck’fwdk, (2.6)
oder
/f{hckadk
R=4Fr—. (2.7)
/hckadk

Eine Mittelung gemif der Vorschrift (2.7) wird als Planck-Mittelung bezeichnet. Zur Berech-
nung des Planck-Mittels wird nur die Gleichgewichtsverteilung verwendet. Diese Methode kann
nur dann zu verniinftigen Ergebnissen fiihren, wenn die aktuelle Nichtgleichgewichtsverteilung

f wenigstens niherungsweise die Bedingung

/ hick fdk

erfiillt, was im allgemeinen nicht zu erwarten ist. Daher sollte man das Planck-Mittel moglichst

nicht verwenden, oder wenn, dann nur in der Néhe des Gleichgewichts.

Um einen Ausdruck fiir p; zu finden, bedient man sich der Chapman-Enskog-Methode der ki-
netischen Gastheorie, die fiir den Fall so einfacher rechter Seiten der Boltzmann-Gleichung wie
in (2.1) sehr einfach durchzufiihren ist [19]. Es wird angenommen, daf lokal néherungsweise
Strahlungsgleichgewicht vorliegt. Dann kann auf der linken Seite von (2.1) die Gleichgewichts-

verteilung eingesetzt werden. Eine einfache Umformung liefert die Verteilungsfunktion

1 (Ofie Of e
= —— . 2.
f f|E K ( 5’t +an axk ( 9)
Mit dieser Verteilungsfunktion berechnet man den Photonenimpuls gemif} (1.14) als
1 Ofie
o= — [ ~hekning 2 Z k. 2.10
b / P ox; (2.10)
Nach einigen leichten Umformungen folgt
0
P = —2104E (2.11)

3K 8:1:1-’
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mit ejp = aT*. & ist das sogenannte Rosseland-Mittel des Absorptionskoeffizienten, definiert

durch o7
/ k2 =E gk

R — Ok (2.12)

1. ,0fig

Alles was nun noch zu tun bliebe ist die Auswertung der Integrale, worauf wir an dieser Stelle

verzichten, siehe dazu [7].

Die vorgestellte Methode liefert also zwei verschiedene Mittelungsvorschriften fiir die Absorp-

tionskoeffizienten.

Die Grundlage der Methode ist die Annahme des lokalen thermischen Gleichgewichts zwischen
Strahlung und Materie, die es erlaubte, auf der linken Seite der Strahlungs-Transport-Gleichung
f durch fig zu ersetzen. Fiir die Betrachtung von Prozessen mit einer deutlichen Abweichung
vom lokalen Gleichgewicht ist diese Annahme nicht gestattet. Dann kann diese Methode nicht

verwendet werden.

2.2 Momentenmethode

Die Momentenmethode mit Entropiemaximierung, die wir nun vorstellen, ist auf den ersten
Blick deutlich umsténdlicher als die Chapman-Enskog-Methode. Jedoch gibt sie uns ein ratio-
nales Programm, das sich leicht fiir grofiere Abweichungen vom Gleichgewicht verallgemeinern
1a8t. Die Verallgemeinerung werden wir in Teil II dieser Arbeit vorstellen, wo wir die Methode

systematisch erldutern und einige Beispiele rechnen werden, die die Giite der Methode belegen.

Hier verwenden wir sie ohne weitere Erlduterungen. Unser Ziel ist jetzt, den Energie- und
Impulstransport der Strahlung durch die Bilanzen von Energie und Impuls zu beschreiben. Fiir
dieses Problem ist das Vorgehen wie folgt: Zunéchst bilden wir die Bilanz des Photonenimpulses

durch Multiplikation von (2.1) mit hkn; und Integration,

Op;  ONy
ot e = B (2.13)

Der Drucktensor N;; der Strahlung ist durch (1.16) gegeben und P,, bezeichnet die Impulspro-
duktion der Strahlung,

P, = —/Hhkn,- (f — fir) dk. (2.14)

(2.2) und (2.13) bilden ein Gleichungssystem fiir e und p;, wenn wir Gleichungen finden, die

N;j, P. und P,, mit diesen Groen verkniipfen.
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Wir nehmen an, dafl der Zustand der Strahlung bekannt ist, wenn die Werte von e und p;
bekannt sind. Dann kénnen wir die Verteilungsfunktion berechnen als diejenige Verteilungs-

funktion, die die Entropie bei vorgegebenen Werten von e und p; maximiert.

Wie bei der Berechnung der Gleichgewichtsverteilung beriicksichtigen wir die Nebenbedingun-

gen durch Lagrange-Multiplikatoren A, A; und erhalten die Verteilungsfunktion

/= ; -
expi (A +ngAy) — 17

kp

(2.15)

die Lagrange-Multiplikatoren miissen aus den Nebenbedingungen bestimmt werden.

Der Vergleich mit der Gleichgewichtsverteilung zeigt, dal im Gleichgewicht gilt Ajp = 1/T, Ayg =

0. Fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht kénnen wir schreiben

1 1
_ o . 2.16
A=—(1+)) , A==\ (2.16)

und die Verteilungsfunktion fiir kleine Werte von A\, \; entwickeln,

Of e

e

f=1/E+ Zie (A +niN), (2.17)

mit =5 = hck/kgT. Aus den Nebenbedingungen fiir e und p; berechnen wir die Lagrange-

Multiplikatoren als
— 3
T = (2.18)

A=— i
46E ’ 46E

Damit ist die Verteilungsfunktion bekannt und wir kénnen N;;, P, und F,, berechnen,

Nij = §5¢j : (2.19)
P. = —k(e—eg), (2.20)
P, = —Fpi. (2.21)

Der mittlere Absorptionskoeffizient % ergibt sich nach dieser Methode zu

/ khek? % dk

F— Ok (2.22)

2_
/hck o dk

2.3 Vergleich der Methoden

Als ersten Unterschied zur Methode mit Planck- uns Rosseland-Mittel stellen wir fest, dafl die
Momentenmethode mit Entropiemaximierung nur eine Mittelung des Absorptionskoeffizien-

ten erfordert. Der fiir uns wichtigste Unterschied ist jedoch, dafl die Momentenmethode mit
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Entropiemaximierung nicht auf das Konzept des lokalen Strahlungsgleichgewichts angewiesen

ist.

Um die quantitativen Ergebnisse beider Methoden zu vergleichen, betrachten wir die Impuls-

bilanz (2.13) mit (2.19, 2.21)
Op; 1 Oe

ot 39z,

Unter der Annahme des lokalen Gleichgewichts kénnen wir auf der linken Seite die Gleichge-

— —Fp;i. (2.23)

wichtswerte einsetzen. Wir erhalten dann ein (2.11) entsprechendes Ergebnis,

118€‘E

T

(2.24)

Momentenmittel (2.22) und Rosseland- bzw. Planck-Mittel (2.7, 2.12) stimmen in der Tempe-
raturabhéingigkeit der mittleren Absorptionskoeffizienten iiberein, jedoch liefern sie verschie-
dene Zahlenwerte; z.B. gilt fiir Bremsstrahlungsabsorption &ss/ksp = 0.08036 und Afr/Rsp =
2.43171 (numerische Berechnung mit dem Absorptionskoeffizienten (1.48)). Es ist also zu ent-

scheiden, welche Methode im Strahlungsgleichgewicht die richtige ist.

Wir werden spiter zeigen, dal die Momentenmethode nur dann gute Ergebnisse liefert, wenn
der Theorie eine groflere Zahl von Momenten zugrunde gelegt wird, anstatt wie hier nur e und
p;. Insbesondere werden wir in Kap. 7 den Strahlungsimpuls aus den Momentengleichungen
im Grenzfall des lokalen Gleichgewichts berechnen. Fiir diesen ergibt sich ein Gesetz der Form

(2.24), wobei der Wert des Koeffizienten < mit dem Rosseland-Mittel {ibereinstimmt.

Die klassische Theorie des lokalen Strahlungsgleichgewichts stellt also den Grenzfall der in dieser
Arbeit vorgestellten Theorie des lokalen Nichtgleichgewichts dar.



Kapitel 3

Anbindung an die Materie

Wir wollen den Einflufl der Strahlung auf die Materie, mit der sie wechselwirkt, beschreiben.
Dabei beschrianken wir uns auf einfache isotrope Medien, etwa Gase oder Newtonsche Fliissig-

keiten. Wir verwenden hier die Methode der klassischen Thermodynamik Irreversibler Prozesse
(TIP).

3.1 Massen-, Impuls- und Energiebilanz

Das Ziel der Nichtgleichgewichts-Thermodynamik ist die Berechnung von Massendichte o(z;,t),
Geschwindigkeit vg(z;,t) und Temperatur T'(x;,t) in allen Punkten z; eines Korpers zu allen
Zeiten t. Dazu stehen die Erhaltungssiitze von Masse, Impuls und (innerer) Energie zur Verfii-

gung. Sie lauten in differentieller Form [36]

do  Oou
£ — 1
o o U (3:1)
dov; | Ogvvg —ty,
5 + B2, = ofi— DBy, (3.2)
dou ~ Oouvy +qr ov;
ot + &vk = tzk 0$k + 7. (33)

u(x;, t) ist die spezifische innere Energie, ¢;(z;,t) der Wérmefluivektor, ¢;;(z;, t) der Spannungs-
tensor und f; ist eine Volumenkraftdichte, z.B. die Schwerkraft f; = {0,0, —g}, .

Der Einfluf} der Strahlung auf die innere Energie wird durch die Energie-Zufuhrdichte r(z;, t)
beschrieben.

Die Impuls-Zufuhrdichte —P,, (z;,t) berticksichtigt den zwischen Materie und Strahlung aus-
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getauschten Impuls. Fiir Vorgéinge auf der Erde ist dieser Term vernachlissigbar, auch wenn
r(z;,t) # 0 gilt. Da der Strahlungsdruck ein wesentlicher Faktor fiir die Gréfie von Sternen ist
- er hilt der Gravitation das Gleichgewicht - ist zur Beschreibung von Sternen ein solcher Term

jedoch unverzichtbar.

Die Gleichungen (3.1-3.3) stellen kein geschlossenes System zur Berechnung der Felder o, vy, T
dar, sondern sie miissen noch ergénzt werden durch Materialgleichungen, die die Groflen u, ¢;
und ¢;; mit den Feldern und ihren Gradienten verkniipfen. Zudem miissen die Volumenkraft-
dichte f; und die Strahlungszufuhren r und —P,, bekannt sein.

3.2 Materialgleichungen

Zur Einschrinkung der Materialgleichungen dient die Entropiebilanz. In der klassischen Ther-
modynamik irreversibler Prozesse setzt man die Existenz der Gibbs-Gleichung

7450, T) _ du(e,T) ple,T)de
dt dt 0 dt

(3.4)

voraus (p ist der Druck), um aus ihr und den Erhaltungssiitzen die Entropiebilanz der Materie
zu erhalten [22][37],

P
00s n 0osvy, + Py, v i. (3.5)

Dabei ist s(x;,t) die spezifische Entropie der Materie,

Dy = % (3.6)
ist der Entropieflufl und
q; 0T vy 1 ovy,
Y=—= tii—— —ti; — 3.7

ist die Entropieproduktion in der Materie.

Der Term r/T wird als Entropiezufuhr bezeichnet. Je nach Vorzeichen von r kann die Entro-

piezufuhr positiv oder negativ sein.

Wenn die Wechselwirkung von Materie mit Strahlung vernachlissigbar ist (r = 0), geniigt es,

die Materie alleine zu betrachten. Dann muf} die Entropieproduktion ¥ positiv sein,
> > 0. (3.8)

Ein Blick auf (3.7) zeigt, dafl dies sichergestellt wird durch die (linearen) Materialgleichungen

von FOURIER,
oT

0:1:1- ’

4i = —KF (3.9)
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und von NAVIER und STOKES,

vy, Ovy;
tij = —péw + Va—a’;kéij + 2”8:5]) 3

(3.10)

mit positiven Koeffizienten kp,v und 7. Die Materialgleichungen fiir den Druck p(p,T") und
die spezifische innere Energie u(p,T’) miissen gemessen werden wie in der Gleichgewichtsther-

modynamik.

Wir betrachten im folgenden Materie und Strahlung als ideale Mischung. Dies bedeutet, daf3
die Materialgleichungen der Materie durch die Strahlung nicht beeinflufit werden - die Materi-
algleichungen (3.9, 3.10) sollen also auch in Anwesenheit von Strahlung gelten. Daraus folgt,
dafl die Entropieproduktion in der Materie ¥ stets positiv ist, daff also (3.8) auch giiltig ist

wenn Strahlung vorliegt.

Die Strahlungszufuhren r und —F,, miissen aus der Strahlungsthermodynamik berechnet wer-
den, etwa mit den Methoden des letzten Kapitels. Indem wir die Impulszufuhr als — P, geschrie-
ben haben, haben wir die Impulserhaltung bereits garantiert. Die Energieerhaltung verlangt,
daBl die Gesamtenergieproduktion veschwindet. Diese setzt sich zusammen aus der Produktion
an innerer Energie r der Materie, der Produktion an kinetischer Energie der Materie — P, v;
sowie aus der Produktion an Strahlungsenergie ﬁe im Laborsystem, also in dem System in
dem die Materie die Geschwindigkeit v; hat. In Teil IV dieser Arbeit werden wir zeigen, dafl
fiir letztere gilt ]36 = P, + P,,v;, wobei P, die Produktion an Strahlungsenergie im Ruhesy-
stem der Materie ist, s. Gleichung (14.78)!. Damit lautet die Bedingung fiir die Erhaltung der
Gesamtenergie

r— Py,v; + P.+ P,v; =0, (3.11)

also gilt
r=—P.. (3.12)

3.3 Das H-Theorem

Der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik sagt aus, dafl die Gesamtentropie eine additive
Grofle mit positiver Produktion ist. Aus der Definition der Entropie (1.18) und der Strahlungs-
Transport-Gleichung folgt die Entropiebilanz fiir die Strahlung, s. Anhang A,

oh 0
oh | 09
ot or k
! Die Impulsproduktion stimmt in beiden Systemen iiberein, wenn die Materiegeschwindigkeit klein gegen die
Lichtgeschwindigkeit ist, s. Gl. (14.79).

— 0. (3.13)
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h(z;,t) ist die Entropiedichte der Strahlung, ¢ (x;,t) der Entropieflufl und o (z;,t) die Entro-

pieproduktion. Eine positive Produktion der Gesamtentropie ist gewihrleistet wenn gilt

2+%+o—20. (3.14)

Da die Entropieproduktion der Materie 3 alleine schon grofier ist als Null (3.8), muf} gelten
+ >0 (3.15)
o+ 20 .

Dabei ist r die dem Gas von der Strahlung zugefiihrte Energie. Sie ist gleich der der Strahlung

im Ruhesystem entzogenen Energie

r= —/hckS dk. (3.16)
o ist gegeben durch (A.9),
o= kp /m(% + 1) S dk. (3.17)
Wir schreiben (3.15) als
k:B/ [m (% + 1) :;ﬂ Sdk > 0. (3.18)

Diese Bedingung muf} fiir jeden Wechselwirkungsterm S, erfiillt sein.

Fiir Emissions-/Absorptionsprozesse erhalten wir mit

hck Yy )
—— =1n +1 3.19
kT (fE (8.19)
die Forderung
4+1
kg /ln u/@(ﬁ; — f)dk > 0; (3.20)

(#+1)

man iiberzeugt sich leicht, daf} sie fiir alle k > 0 erfiillt ist.

Streuprozesse tragen nicht zur Energiezufuhr bei, fiir sie mufl die Entropieproduktion der Strah-

lung alleine positiv sein,
P /ln (% + 1) S dk > 0. (3.21)

Mit dem Streuterm (1.56) konnen wir dies schreiben als

o5t = —kB—///<k21n( +1) [f F - f] QY dQdk (3.22)

mit f = f (k,n;) und f" = f (k,n}). Mit der Identitt fn’<in3.>dQ’ = 0 gilt auch

1 2 ) 3 o !
0= _kBE///Ck ln(? —|—1) l—1n<inj>n<inj>f] dQ' dQdk (3.23)
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und og; kann geschrieben werden als

750 = kg / / / Ck:21n<%+1> {1+2n<n3> }(f 1) dvdQk. (3.24)

Durch Umbennung der Integrationsvariablen ergibt sich die Alternativdarstellung

1
oo = _kBE ///Ck:2 ln(% + 1> [1 + Zn<inj>n’<in;>] (f' = f) dYdQdk. (3.25)

Aus der Addition der beiden letzten Gleichungen erhalten wir fiir die Entropieproduktion durch
Streuung

o5t = —kB—///Clﬁlnf, (f = f) l1+ in iy } dQdQdk > 0. (3.26)

Wegen 1+ %n<inj>n’<in;.> =3(1+ (nzn;)Q) > 0 sind alle Terme im Integranden positiv und somit

auch die Entropieproduktion og;.

Die Positivitit der Entropieproduktion ist damit garantiert. Wir werden in Kap. 14 zeigen,
dafl die Entropieproduktion ein Lorentz-Skalar ist, also fiir jeden Beobachter denselben Wert
hat. Damit ist das H-Theorem, das wir hier im Ruhesystem bewiesen haben, in jedem Beob-

achtersystem gesichert.



Teil 11

Die Momentenmethode mit

Entropiemaximierung



Kapitel 4

Momente und Momentengleichungen

4.1 Momente der Verteilungsfunktion

Das wichtigste Ziel der Strahlungsthermodynamik ist die Berechnung von Energie- und Im-
pulsdichte, e und p;, der Strahlung und des Einflusses der Strahlung auf die Materie, der sich
in den Produktionen P. und P,, niederschlégt. Diese Grofien sind bekannt, wenn die Photon-
Verteilungsfunktion zu allen Zeiten in allen Orten bekannt ist, also die Strahlungs-Transport-
Gleichung (1.35) gelost ist.

Nun ist eine Funktion vollstdndig bekannt, wenn alle ihre Momente bekannt sind. Daher ist
es eine Alternative zur Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung, die Momente der Vertei-

lungsfunktion zu allen Zeiten in allen Orten zu berechnen.

Diese Methode ist dann von Vorteil, wenn es ausreicht, zur Beschreibung eines gegebenen
Prozesses die raum-zeitliche Entwicklung nur weniger Momente zu verfolgen. Ein Ziel dieser

Arbeit ist es, Kriterien dafiir zu finden, wieviele Momente notwendig sind.

Die Momente werden zunéichst definiert als symmetrische Tensoren n-ter Stufe,
Ug oo (T, 1) = /krnilniZ coony, flag t k) dk, (4.1)

der Exponent r ist eine natiirliche Zahl. Wegen f = f(x;,t, k;) sind die Momente Funktionen

von Ort und Zeit. Im folgenden werden wir diese Abhéingigkeit nicht explizit kenntlich machen.

Spurbildung im Moment (4.1) liefert ein Moment niedrigerer Tensorstufe,

u; 0 = uy (4.2)

1122 In in—1%n 1192 Ip—2"



4.2. MOMENTENGLEICHUNGEN IM RUHESYSTEM 25

die Momente nach (4.1) sind nicht unabhéngig.

Um einen Satz unabhingiger Momente zu erhalten, betrachten wir nur die vollsténdig spurfreien

Anteile der Momente, also

Gy i = / kg, - gy f dk. (4.3)
Wenn wir f durch die Momente darstellen, dann beriicksichtigt der Faktor £” im Integranden
die Abhéngigkeit der Verteilungsfunktion von der Wellenzahl und der Faktor ng;, - --n;,, be-

riicksichtigt die Anisotropie. Die ng;, ---n;,) sind eine Darstellung der Kugelflichenfunktionen,

siehe dazu Anhang C.

Energie- und Impulsdichte sowie der Drucktensor fiigen sich in dieses Schema ein wie folgt

e = heut
1 1

Ein weiteres Moment mit anschaulicher Bedeutung ist die Photonenzahldichte u°.

4.2 Momentengleichungen im Ruhesystem

Die Gleichungen fiir die raum-zeitliche Entwicklung der Momente u’{il inein) erhalten wir durch
Multiplikation der Strahlungs-Transport-Gleichung (1.35) mit £"ny;, ... n,,, und anschlieBender

Integration iiber dk. Unter Beriicksichtigung von (C.21) folgt

QUL i) n Ca“@mminm +Ca“?i1iz-~~ink> _ pr (4.5)

ot 2n +1 0x;,) Oxy, o (fatzein)”

Die Grofle

<’Ll’LQ’Ln
heifit Produktion des Momentes u'{il i)
Da wir die Strahlungs-Transport-Gleichung bisher nur im Ruhesystem der Materie formuliert
haben, handelt es sich bei (4.5) um die Momentengleichungen im Ruhesystem. Die Gleichungen

fiir beliebige Beobachter werden wir erst spéter formulieren (Teil IV).

Insbesondere lauten Energie- und Impulsbilanz

de  ,O0py

5 C axk he e ( 7)
. Ny
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die rechten Seiten liefern die Kopplung an Energie- und Impulsbilanz der Materie.

Mit (4.5) haben wir ein System von unendlich vielen gekoppelten partiellen Differentialglei-
chungen fiir die Momente erhalten. Um dieses System iiberhaupt behandeln zu kénnen, muf3

man sich auf eine endliche Zahl von Momenten beschrinken.

Bevor wir mit der Diskussion fortfahren, wollen wir bemerken, daf§ Anisotropie und k-Abhingigkeit auch ge-

trennt betrachtet werden kénnen [49]. Dazu werden k-abhingige Momente m; y definiert, indem nur {iber

1192...0p
die Raumrichtungen integriert wird,

m<i1i2..4in> = /’17,(“ . ’Il2n>fdQ (49)
Mit (1.11, 4.3) gilt
Wliyigewin) = / K M) Ko d. (4.10)

Fiir die Momente m; lauten die Momentengleichungen

i1ig..in)

8m<m-2...i ) n 8m<<¢1¢2...i _1) 8’”1(1112Z k)
- - - = 7)1 doeeeis Vs 4.11
ot 2n + 1C 8xin> te oxy, (iai-in) ( )

mit den Produktionen

Pliviowin) = /n@lniz o S d€Q. (4.12)
Diese Momente sind noch von der Wellenzahl abhéingig, d.h. die Gleichungen (4.11) miissen fiir jeden Wert der
Wellenzahl gelost werden - der Aufwand ist enorm. Wir werden diese Gleichungen im weiteren Verlauf dieser

Arbeit nicht weiter betrachten.

4.3 Das Abschlu3problem

Da wir uns auf eine endliche Zahl von Momenten beschrinken miissen, stellt sich die Frage,
wieviele und welche Gleichungen benétigt werden, um einen gegebenen Prozefl zufriedenstellend

zu beschreiben.

Wir nehmen ganz allgemein an, dal die Kenntnis der Momente

uy r=0oderl,..,R n=0,1,...N (4.13)

i1dz-in)?
mit natiirlichen Zahlen R, N > 1 den Prozel hinreichend genau beschreibt. Diese Momente
bezeichnen wir als die Variablen der Strahlungsthermodynamik. Wir werden spéter nach Kri-
terien suchen, die es erlauben, fiir einen gegebenen Prozef3 die Zahl der Variablen, also R und
N, moglichst klein zu halten.

Selbstversténdlich ist es einleuchtend, die Werte des Exponenten 7 in (4.13) mit der Null be-
ginnen zu lassen. Wir werden jedoch bei der Berechnung der Produktionen durch Bremsstrah-

lungsabsorption feststellen, dal wir in Systemen, in denen dieser Prozef} eine Rolle spielt, erst
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mit » = 1 beginnen diirfen. Zudem beschrinkt sich die mir bekannte Literatur tiberhaupt nur
auf die Wahl » = 1 (also auch R = 1), so daf} durch die Variablenwahl (4.13) auch der Fall

r = 1 in der Theorie enthalten ist.

In den Gleichungen (4.5) fiir die Momente (4.13) finden wir noch die Momente

uy, r=0oderl,... R, (4.14)

i1i2-iN41))

sowie die Produktionen

P, r=0oderl,..,.R n=0,1,..., N. (4.15)

<i1’i2~'-in>7

Es ist die Aufgabe der thermodynamischen Materialtheorie, Zustandsgleichungen fiir diese Gro-

fen zu finden, also Gleichungen, die sie mit den Momenten (4.13) verkniipfen.



Kapitel 5
Das Entropiemaximumprinzip

In Problemen der kinetischen Gastheorie hat sich zur Bestimmung der Zustandsgleichungen
die Methode der Entropiemaximierung als iiberaus erfolgreich erwiesen (siehe z.B. [13], [14],
[51]). Das Entropiemaximumprinzip ist dquivalent zum Formalismus der Erweiterten Thermo-
dynamik nach Miiller&Ruggeri [37], siche Anhang D, impliziert also alle ihre Eigenschaften,

insbesondere die Endlichkeit aller Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Signalen.

Das Entropiemaximumprinzip liefert eine Verteilungsfunktion, aus der im Prinzip alle Zustands-
gleichungen berechnet werden kénnen. Das Vorgehen wird skizziert, jedoch ist dieser Weg nur
in wenigen Sonderfiillen gangbar, da analytisch nicht zu losende Integrale auftreten. In die-
sem Kapitel werden wir daher auf ein Niherungsverfahren zuriickgreifen. Mit dem Sonderfall
der nichtlinearen 4-Feld-Theorie, in der alle Materialgleichungen ohne Niherungen bestimmt

werden konnen, werden wir uns spéter beschiiftigen.

5.1 Voraussetzungen

Wir fassen die Variablen mittels eines Multiindex A zusammen und schreiben ihren Zusam-

menhang mit der Verteilungsfunktion als

up = /szfdk (5.1)

mit der erzeugenden Grofie
wA:{...,krn<i1...nin>,...}. (52)
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Auch die gesuchten Zustandsgleichungen (4.14, 4.15) sind durch die Verteilungsfunktion gege-

ben,
uzim...mﬂ) = /krn@l ce niN+1>f dk, (53)

Py = / b ,S dk. (5.4)

Damit wir Zustandsgleichungen erhalten, die diese Groflen auf die Variablen u 4 zurtickfiihren,

benostigen wir die Kenntnis der Verteilungsfunktion in der speziellen Form

f = f(uA(mia t) ) kl) ) (55)

d.h. die Verteilungsfunktion soll nur iiber die Felder u4 von Ort und Zeit abhéingen. Diese Form
der Verteilungsfunktion werden wir aus dem Entropiemaximumprinzip ableiten [13]. Man be-
achte, dafl in der Verteilungsfunktion (5.5) nur die Variablen selbst als Argumente gewiihlt
werden, ihre Gradienten und Zeitableitungen jedoch nicht. Damit treten in den Zustandsglei-
chungen keine Gradienten oder Zeitableitungen auf. Dies entspricht den Materialanséitzen in

der Erweiterten Thermodynamik.

5.2 Das Prinzip

Das Entropiemaximumprinzip besagt, da§ die Verteilungsfunktion f(ua (x;,t),k;) bestimmt
wird, indem die Entropiedichte (1.18) beziiglich f maximiert wird, und zwar unter Vorgabe
der Werte der Variablen u4. Von diesen Nebenbedingungen machen wir uns mittels Lagrange-

Multiplikatoren A4 frei und maximieren den Ausdruck

—k:B/ [flng—( +f)ln<1+§>} dk — Ay (/¢Afdk—u,4) (5.6)

beziiglich f ohne Nebenbedingungen. Die gesuchte Verteilungsfunktion ergibt sich zu

L 1
mit == —

= —-—-— A . .
exp= — 1 kp AVa (5.7)

Das weitere Vorgehen ist wie folgt: Zunéchst werden die Integrale (5.1-5.4) mit dieser Vertei-
lungsfunktion berechnet. Die aus (5.1) resultierenden Gleichungen us(Ap) werden invertiert,
so daff mit As(up) die Lagrange-Multiplikatoren in den iibrigen Gleichungen ersetzt werden

kénnen.

Bedauerlicherweise ist dieses Vorgehen nur in wenigen Fillen exakt durchfiihrbar, da es in der
Regel nicht gelingt, die auftretenden Integrale analytisch zu berechnen. Daher mufl man, wie

wir es weiter unten tun werden, zu Ndherungsverfahren greifen.
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5.3 Invertierbarkeit

Es ist keinesfalls sofort einsichtig, dafl die Gleichungen u4(Ap) invertierbar sind. Zum Beweis

miissen wir zeigen, dafl du,/0Ap eindeutig definit ist. Es gilt
8u df 0= af 1
o= [l [u, LS k= [, o ac 59

Da df /d=nach (5.7) stets negativ ist, ist dieser Ausdruck negativ deﬁnlt, der Beweis ist erbracht.

Da zudem gilt

oh y\ Of Juc
=k In{l+=)=——dk= k =A =A .
go==kw [ (14 %) 2 ac—pogt [verdk=rc5e =, (59)
kénnen wir noch folgern, daf
0%h , o
Fuadun negativ de finit (5.10)

ist. Diese Aussage steht in Ubereinstimmung mit dem Postulat (D.10) der Erweiterten Thermodynamik. Die
Existenz der Entropiebilanz (D.8) folgt in der kinetischen Theorie direkt aus der Strahlungs-Transport-Gleichung
(1.35) und der Definition der Entropie. Da Entropie, Entropieflufi und Entropieproduktion nach (A.5, A.8, A.9)
durch die Verteilungsfunktion gegeben sind, ergeben sich mit der maximierten Verteilungsfunktion fiir diese
Groflen automatisch Materialgleichungen der Form (D.9). Da wir auch die Existenz des H-Theorems schon be-
wiesen haben, schlieBen wir auf die Aquivalenz zwischen dem Entropieprinzip der Erweiterten Thermodynamik

und dem Entropiemaximumprinzip.

Es ist leicht zu zeigen, dafl alle aus dem Entropieprinzip geschlossenen Zusammenhiinge auch aus dem Entro-
piemaximumprinzip folgen. Zusétzlich liefert die kinetische Theorie eine Berechnungsvorschrift fiir die Produk-

tionen. Hier geht sie deutlich iiber die phéinomenologische Theorie hinaus.

5.4 Naherung der Nichtgleichgewichtsverteilung

5.4.1 Die Verteilungsfunktion

Setzen wir in der Verteilungsfunktion (5.7) die Groflen 14 nach (5.2) explizit ein, so folgt

y . —_ 1 r T
f = eXpE—_l mit = = 52‘/\(111'2~~in)k M Mg - - - Ny (5.11)

Wie schon gesagt, konnen wir die Integrale iiber diese Funktion nicht ausfithren, und miissen

eine geeignete Niherung fiir sie finden.

Wir betrachten zunichst Strahlung im Gleichgewicht mit Materie der Temperatur 7. Die
Gleichgewichtsverteilung kennen wir bereits,

- hck
f= vy mit Zp((k,T) = k:B—T'

expEp —1 (5.12)
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Wir schliefen, daf fiir die Lagrange-Multiplikatoren im Gleichgewicht gilt!

h
?(,:, r=1,n=0

Nisigeiny B = (5.13)
0, sonst.

Wir bestimmen nun die Verteilungsfunktion fiir nicht zu groflie Abweichungen vom Gleichge-

wicht. Dazu schreiben wir

1., he 4 he \" |,
EA@'lizmin) = k;B—T& bno + (k:B—T) Nlivizerin) (5.14)

und nehmen an, dafl die A4 kleine Grioflen sind. Der Faktor < kZCT)T ermoglicht es uns, die

GroBe = in der Form

E=Em+ Y N Eom0 s - Ny (5.15)
zu schreiben (beachte, dafl die k—Abhar;gigkeit sich nun in Ejp wiederfindet, die Aj; ;,..; ) sind
dimensionslos). Die Abweichungen sollen so klein sein, da§ ndherungsweise gilt

f= fisk,T) + %E:EE (E-Zp). (5.16)
Indem wir hier etwas expliziter werden, erhalten wir die gesuchte Verteilungsfunktion
f~ fig(k,T)+ Z)\?im...m%k;ﬂ?jgnm M. (5.17)

Die so dargestellte Verteilungsfunktion ist also eine Reihenentwicklung in den 1 ,. Bei zu
starker Abweichung vom Gleichgewicht ist diese Verteilungsfunktion nicht geeignet. Das ist
insbesondere beim Eindringen eines Sonnenstrahls in eine Atmosphére der Fall. Mit diesem

Problem werden wir uns spiiter, in Teil III dieser Arbeit, befassen.

5.4.2 Momente und Lagrange-Multiplikatoren

Die Lagrange-Multiplikatoren werden berechnet aus
Ui i) = /k”n@-l o.niyfdk, r=0oderl,..,R; n=0,..,N. (5.18)

Unter Verwendung von (C.20) und den Momenten der Gleichgewichtsverteilung fiz(k,T),

kgT

up(T) = 4my (%> T(r+3) C(r+3), (5.19)

Wy iyiye(T) =0, (5.20)

IUblicherweise ist in der Literatur der Lagrange-Multiplikator der Energie im Gleichgewicht durch 1/7

gegeben. Der Faktor Aic resultiert daher, dafl erst ficu' die Energiedichte ergibt.
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erhalten wir den linearen Zusammenhang

r r n! ]{?BT r+3 B s
Wiiyigein) — u(¢112~~4¢n)|E(T) -4y (%) ZC(Ta s) )\<i1i2“'in>7 (5.21)
(25 +1) s=0

Q.
it

wobei wir die Koeffizienten C(r, s) definiert haben geméfl
C(r,s)=T(s+r+3){(s+r+2). (5.22)

['(z) ist die Gamma-Funktion und ((z) bezeichnet die Riemannsche Zeta-Funktion. Es ist zu
beachten, dafl (5.21) fiir beliebige Werte von r und n gilt.

Die Lagrange-Multiplikatoren werden aus den Gleichungen (5.21) fir r = 0/1,...,R; n =
0,1,..., N bestimmt. Wir definieren mit Hilfe der Koeffizienten C(r, s) eine Matrix C,,

Crs=C(r,s), r,s=0oderl,...R (5.23)
Die Lagrange-Multiplikatoren ergeben sich aus (5.21) durch Multiplikation mit C;,

n

[125+1) 5
ol uy. o —=ul. . T
Nirigin) = ~= ol ! i) = Uiz ). (5.24)

r=0/1 4m (kf?cT )T+3

Damit sind die Lagrange-Multiplikatoren - und also die Verteilungsfunktion - bekannt.

5.5 Entropie, Entropiefluf3l und Entropieproduktion

Wir wollen noch Entropie, Entropieflul und Entropieproduktion berechnen. Wir leiten Zu-
sammenhinge ab, in denen sowohl die Lagrange-Multiplikatoren wie auch die Felder stehen,
d.h. die Funktionen A4 (up) sind noch nicht eingesetzt. Das erméglicht die Angabe sehr

kompakter Formeln.

Am raschesten gelingt dies bei der Entropieproduktion (A.9),

o = kg / {m (% + 1)} S dk. (5.25)

Mit der Verteilungsfunktion (5.11) folgt

Entropie und Entropieflufl machen etwas mehr Miihe. Wir erinnern an ihre Definitionen (1.18,

AS)
ho— —k:B/lflng—( + )i <1+§)1 ik, (5.27)

b, — —ch/nk [flng g+ f)in <1+i)} k. (5.28)

Y
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Das weitere Vorgehen illustrieren wir anhand der Entropie. Wir setzen dk = k*dkdQ =
1/3 dk3 dk dS2 und fithren eine partielle Integration beziiglich k£ durch. Unter Beriicksichtigung
der Tatsache, dal die Verteilungsfunktion fiir & — oo verschwinden muf}, erhalten wir mit
(5.11)4

df
h=——[ =Ek*dkdQ 2
P (5.29)

Nochmalige partielle Integration liefert mit (5.11)2

1 1 d@bAk:?’
h=gha / = f dk. (5.30)

Die entsprechende Gleichung fiir den Entropieflufl lautet

B 1 d@/}Akf”
b = §AA / k12 fdk. (5.31)

Wir erinnern die Definition von ¥, (5.2) und machen den Multiindex A explizit. Mit den

Definitionen der Felder, Fliisse und Produktionen erhalten wir fiir Entropie, Entropieflufl und

Entropieproduktion
r+3 ., ,
r+3 ., ,
O = ZC 3 Nivig i) Wiris v (5.33)
g = ZAziliz“-in>P&1i2-~in) (5.34)

In diesen Gleichungen miissen wir die oben berechneten Lagrange-Multiplikatoren einsetzen.

Es ist sinnvoll, dazu die Abweichungen vom Gleichgewicht einzufiihren (5.14)

4 he r+3 " r r
h = __ul k Z (kBT> Aliviz-win) Wliri-—in) (5.35)

4 he? r+3 he \" ., )

o = —Pl k:BZ< ) Finigin) Plinigein) (5.37)

Hier sind nun die Aj; ;,..;,, nach (5.24) einzusetzen. Die auftretenden unhandlichen Formeln
notieren wir an dieser Stelle nicht. Allerdings sei noch bemerkt, dafl fiir den Entropieflufl in
Gleichgewichtsnéihe (nur Glieder erster Ordnung in den abweichungen vom Gleichgewicht) gilt
¢p = Qi/T. Dieser Zusammenhang, der in manchen thermodynamischen Theorien vorausge-

setzt wird (Clausius-Duhem-Ungleichung [12]), ist hier nicht mehr giiltig.
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5.6 Entwicklung der Verteilungsfunktion um eine andere

Temperatur

Die Entwicklung der Verteilungsfunktion um die Gleichgewichtsverteilung liefert nicht immer
eine gute Approximation. Insbesondere ist dies der Fall beim Eindringen eines Sonnenstrahles
in eine Atmosphire (Teil IIT). Hier besteht die Moglichkeit, die Verteilungsfunktion um eine

andere Temperatur 6 zu entwickeln. Dazu schreiben wir anstelle von (5.14)

1 he he \" or
— A = — 5+ [ — ) N 5.38
kg (tazein) = kg0 0t (kBH) udain)? ( )

so dafl die Verteilungsfunktion nun lautet (Zy = hick/kg0)

f:expE% mit ===y + Z (ivin-rin) SO (i i - - - Thiy) - (5.39)
Die )\ (ivig—in) SOllen so klein sein, dafl néherungsweise gilt
Fa folk,0) + df" k 6) Z i) S0y - - M) (5.40)
mit
folk,0) = —=—. (5.41)

expzg — 1
Die Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch

)‘<i1i2..~in> = —th:c” 4y (%)Hg (5.42)

mit
up = 4wy (%)ng(r +3) ((r+3), (5:43)
Wiz = 0 (5.44)

Im weiteren Umgang mit dieser Verteilungsfunktion haben wir zwei Moglichkeiten: Es wiire
moglich, # als Variable zu betrachten, wobei dann 6 anfangs so gewéhlt wird, dafl die Anfangs-
und/oder Randbedingungen durch die obige Verteilungsfunktion gut approximiert werden. Bei
der Anndherung ans Gleichgewicht mufl dann 6 gegen die Materietemperatur 7' gehen. In
diesem Fall muf} eine Gleichung, die das raumzeitliche Verhalten von 6 beschreibt, zur Verfii-
gung gestellt werden. Diese Gleichung kann nur eine Kombination der Momentengleichungen
sein, die eine der Momentengleichungen ersetzt. Dieses Vorgehen ist jedoch nur moglich, wenn
ein sinnvoller Zusammenhang zwischen den Momenten und 6 gefunden wird. Ein solcher Zu-
sammenhang wurde von uns bisher nicht gefunden, daher wird diese Moglichkeit nicht weiter
verfolgt.
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Die andere Moglichkeit besteht darin, 6 als eine Konstante zu wihlen, die eine gute Approxi-
mation der Randbedingungen erlaubt. In diesem Fall ergibt sich ein Problem mit der Gleichge-
wichtsverteilung: Setzen wir in (5.40, 5.42) die Gleichgewichtswerte der Momente ein, so muf

sich, wenigstens niherungsweise, die Gleichgewichtsverteilung ergeben. Wir erhalten

N dfe(k, ) —=~r .
fie(k,T) = fo(k,0) - d—EQXT}E (T,6) (5.45)
mit . (9)
A (T,0) Zcﬁl (’“,f")”?’ (5.46)

Es miissen also sowohl die aktuelle Verteilungsfunktion wie auch die Gleichgewichtsverteilungs-
funktion in eine Reihe entwickelt werden. Indem wir fy zwischen (5.40) und (5.45) eliminieren,

erhalten wir als Darstellung der Verteilungsfunktion

dfy(k, 0) —~~r .
f ~ f‘E(k’ T) + f0< )ZA@M..@M:@WH L7

d=y —
mit .
IT(25+1) t
Y _ =0 1 (11%2 i) u(ilz’Q-nin)\E(T)
)\<ZIZQZn> - Zc'r‘t ﬂ_y (%)t+3 . (547)

Die Verteilungsfunktion (5.47) werden wir in Teil III dieser Arbeit verwenden.



Kapitel 6

Feldgleichungssysteme

6.1 Zustandsgleichungen fiir Momente

Mit der Kenntnis der Lagrange-Multiplikatoren (5.24) und der Verteilungsfunktion (5.17) kon-
nen wir die Zustandsgleichungen fiir die Momente berechnen, die keine Variablen sind. Aus
(5.24) und (5.21) erhalten wir

R

o = )+ Yt e (D) - um) (6.1)

he
s,t

- kpT\"
T — B
WUiirigein) — ZO(T,S)CStl (%> u§i1i2"'in> (6.2)
s,t

Fiir r = Ooder 1, ..., R sind diese Gleichungen Identitédten. Fiir andere Werte von r haben wir
Gleichungen gefunden, die die Momente u]

iyin-iny 18 Funktionen der Momente w b=
Ooder 1, ..., R darstellen.

(i1t in)

Fiir Momente mit einem hoheren Tensorgrad als N gilt

uj, =0, m>0. (6.3)

i182iN4£m)

Damit haben wir insbesondere die gesuchten Zustandsgleichungen (4.14) gefunden; sie sind

denkbar einfach, denn es gilt

uy, =0, r=0oderl,...,R (6.4)

i1i2iN41)
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6.2 Berechnung der Produktionen

Die Produktionen (4.15) setzen sich aus den Beitréigen der verschiedenen Prozessen zusammen.
Wir schreiben

Phrigein) = D_Plisiz-inla (6.5)

07

und berechnen die P/ ,, fiir die verschiedenen Prozesse.

(i1t2-

6.2.1 Graue Materie

Fiir graue Materie (1.43) erhalten wir, ohne auf die maximierte Verteilungsfunktion zuriick-

greifen zu miissen, sofort
o = —kau (U —ulp (T)), (6.6)
P<7;1i2~--in>|G’M = —hkaMm “7<1i1z‘2~~-in>- (6.7)

Um eine einheitliche Schreibweise mit den anderen Wechselwirkungsmechanismen zu erlangen,

schreiben wir

o = =Y O9M (uf —uy (1)), (6.8)
P(Tilig---inHGM - Z@ 211,2 “in) (69)

mit
OM — K nrbys. (6.10)

WEeil die explizite Verteilungsfunktion im Nichtgleichgewicht fiir graue Materie nicht benotigt

wird, wird diese oft fiir qualitative Aussagen herangezogen.

6.2.2 Absorption nach einem Potenzgesetz

Fiir ein Absorptionsgesetz der Form (1.44) erhalten wir

G = Z@PGV T) (u* — uiy (1)), (6.11)

P{ilz‘z~~-in>\PG = _Z@ZG(V7T) u?iu'znin)' (612)

S
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Dabei haben wir eine Matrix der Absorptionskoeffizienten definiert geméfl

kBT r+v—s
Or¢(w, T) = k%Y C HCH [ — : 6.13
rs (V7 ) ’%PG; (T’—l—l/,) ts he ( )
Fiir die Potenzgesetze ist zu beachten, dafl im Fall » = 0,..., R nur Exponenten v > 0,
im Fall » = 1,..., R nur Exponenten v > —2 in Frage kommen, da sonst die Koeffizienten

Clr4+uv,t) =T(r+t+v+3){(r+t+v+2) unbestimmt werden. Falls andere Exponenten
auftreten, mufl die Zahl der Variablen mit #hnlichen Argumenten, wie wir sie spiter in der
Behandlung der Bremsstrahlungsabsorption verwenden werden, eingeschrinkt werden. Wir

gehen in dieser Arbeit nicht weiter darauf ein.

6.2.3 Photoionisierung

Mit dem Absorptionskoeffizienten der Gebunden-Frei-Uberginge (1.46) erhalten wir

o= = OM(T) (ut —uiy (7)), (6.14)

T b s
P{i1i2~--in>|bf = _Z@rﬁ(T) WUiyigein) (6.15)

Die Matrix der Absorptionskoeffizienten fiir diese Prozesse ist gegeben durch

eE—1

kT8 i1
oum -puy e () [Ee (6.16)
t

—n

mit =, = hck,/kgT (vergl. 1.46). Das Integral in (6.16) ist nicht elementar l6sbar und muf

numerisch bestimmt werden.

6.2.4 Bremsstrahlung

Die Produktionen aufgrund von Bremsstrahlungsabsorption ergeben sich mit (1.48) zu

o= = 0T (v —uip (1)), (6.17)

r o b s
P<i1i2~--in>|ff = _Z@rjsc(T) Wisyigein) (6.18)

Die Matrix der Absorptionskoeffizienten fiir diese Prozesse ist gegeben durch

kJBT) r—s—3

eINT) = foZF(t +7r)C(t+7)Ct ( - (6.19)
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Fiir » = ¢t = 0 wird dieser Ausdruck unbestimmt (¢(0) = oc). Dieses Problem tritt nicht auf,
wenn die Momente mit » = 0 von der Liste der Variablen gestrichen werden. Wir werden jetzt

begriinden, warum dies zu geschehen hat.

Die Nettozahldichte von Photonen mit Wellenvektor k;, die durch Bremsstrahlungsabsorption

und -emission erzeugt wird, ist gegeben durch
Sff dk = —KRygf (f - f\E) dk. (620)

Mit dem Absorptionskoeffizienten (1.48) und der maximierten Verteilungsfunktion (5.17) er-
halten wir dafiir

he \"
Sprdk = Dsr Y Niyiyoin) (,@—T) fie K g, - ona,y dk 2 (6.21)

Dieser Ausdruck muf fiir alle Wellenzahlen k endlich bleiben - insbesondere fiir £ — 0. Das ist

jedoch nur gewihrleistet, wenn fiir alle n gilt

A =0. (6.22)

<i1i2..4in>

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit dieser Forderung umzugehen. Erstens kann man (6.22) als
Nebenbedingung an die Felder uj, ;, ., , ansehen; z.B. kann (5.24) mit (6.22) nach u?,

(i192-+in)

umgestellt werden, gibt also eine Zustandsgleichung fiir die u?il iaerin) Die andere Moglichkeit
besteht darin, die u?il igein) VOLL der Liste der Variablen zu streichen. In diesem Fall folgen die
Zustandsgleichungen fiir die u?il igenviy) US (6.1, 6.2). Durch eine einfache numerische Rechnung

iiberzeugt man sich davon, dafl beide Methoden zu denselben Zustandsgleichungen fithren -

sinnvollerweise wihlt man diejenige, die den geringeren Aufwand verlangt: Die u?il iaenrin) werden
von der Liste der Variablen gestrichen.
6.2.5 Streuung
Fiir Streuprozesse erhalten wir mit (1.56)
5 = 0, (6.23)
T _ St s
P(ilig---inHSt = _Z@rs (T) Wiiyigrin)* (6.24)

s

Dabei ist die Matrix der mittleren Streukoeffizienten fiir Rayleigh-Streuung (1.58) gegeben
durch

O = % (1-26,) S Ctr+4,0 0t (2L e (6.25)
rs R 10 n - ) ts hC )

fiir Thomson-Streuung (1.59) erhalten wir

1
oL =(r (1 — 1—05n2) Srs- (6.26)
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Als Folge der anisotropen Streuung haben die Matrizen fiir die Produktionen P iy s €inen

geringfiigig anderen Wert, fiir isotrope Streuung entfillt der Term —%6712

6.2.6 Die Matrizen der Absorptions- und Streukoeffizienten

Zur Vereinfachung der Schreibweise fassen wir die Matrizen der vorhergehenden Abschnitte

abkiirzend zusammen,

Oy = Y 65, (6.27)

E/A
@rq = q + Z@rq; (628)

E /A kennzeichnet eine Summation iiber alle Emissions- und Absorptionsprozesse, St entspre-

chend eine Summation iiber alle Streuprozesse.

Fiir andere als die hier betrachteten Wechselwirkungsmechanismen kénnen die Matrizen O7,

aus der folgenden Formel berechnet werden.

kT E
thq < D ) /‘K/a<5%) m:‘t+ +2d:‘; (629)

fiir Streuprozesse ist x,, durch ¢, zu ersetzen.

6.3 Feldgleichungen

Mit den eben eingefiihrten Abkiirzungen erhalten wir die Feldgleichungen

e S I CER )
o, 1, p% = ~T6u (6:30)
T e et = BT
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Hier haben wir den aus der anisotropen Streuung rithrenden Unterschied in der Produktion
VON Up; ;o explizit gemacht. Bei der Beschréinkung auf isotrope Streuung (1.57) lautet die
entsprechende Gleichung

au 2 8u

2112

zlzzk
~ %76, 31
ot 5° axm o Dr Z@q (6:31)

Wie man sieht, sind die Gleichungen fiir verschiedene Superskripte r iiber die rechten Seiten

gekoppelt. Diese Kopplung ist das wichtigste Ergebnis der Momentenmethode mit Entropie-
maximierung. In der dem Autor bekannten Literatur werden nur die Feldgleichungen fiir die
Variablen uj; ; , \ betrachtet, s. z.B. [45][49].

In Anhang E wird, am Beispiel eines Potenzgesetzes, ein interessanter und wichtiger Zusam-
menhang nachgewiesen: Die maximierte Verteilungsfunktion (5.17) ist - im Rahmen der ver-
wendeten linearen Niherung - gerade dann eine Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung,
wenn die mit ihr berechneten Feldgleichungen gelten und die Zahl der Variablen nach unendlich
geht (R, N — 00).

Damit stellt sich die Entropiemaximierung als ein ausgesprochen schlagkriiftiges Wekzeug her-
aus. Die aus ihr bestimmten Feldgleichungen liefern ein der Strahlungs-Transport-Gleichung

dquivalentes Problem.

Da eine unendliche Variablenzahl nicht handhabbar ist, werden wir in den folgenden Kapiteln
nach rationalen Argumenten zur Einschréinkung der Zahlen R und N suchen. Dabei wird sich
herausstellen, daf} dies eine Frage der Anisotropie der betrachteten Prozesse und der Frequenz-
abhiéingigkeit der Absorptions- und Streukoeffizienten ist. Jedoch ist an dieser Stelle schon klar,
dal unsere Feldgleichungen (6.30) einen weitaus grofleren Bereich der Anisotropie und Fre-
quenzverteilung abdecken koénnen, als die im zweiten Kapitel mittels der klassischen Methode

abgeleiteten Gleichungen.

Lediglich fiir graue Materie und fiir Thomson-Streuung sind die Matrizen ©,, bzw. @)Tq nur
auf der Diagonale besetzt. Dann sind die Gleichungen fiir verschiedene Superskripte r nicht
gekoppelt und es geniigt zur Berechnung des Energietransportes durch Strahlung, das System

fiir die Variablen u< ).
1112+ +0n

Das iibliche Vorgehen zu Auswahl von Momentengleichungen in der kinetischen Gastheorie besteht darin, zu-
niichst die Momentengleichungen fiir die physikalisch interessanten Groflen - in unserem Fall also die Energie-
dichte - aufzuschreiben. Fiir die in diesen Gleichungen auftretenden Fliisse (die Grofien unter der Divergenz)
werden dann wieder Momentengleichungen erzeugt, dann wieder fiir deren Fliisse usw. Dieses Verfahren fiihrt
zu einer Kopplung vorrangig iiber die linken Seiten, in unserem Fall also nur zu den Momentengleichungen fiir

die Variablen u?} 2
i1d9-+in) "

Das von uns vorgestellte Verfahren, das eine Kopplung der Gleichungen fiir die u?im___im mit verschiedenem
Superskript 7 nur iiber die rechten Seiten liefert, geht dariiber hinaus. Die Grundlage dieses Verfahrens bildet
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die getrennte Betrachtung von Anisotropie (beschrieben durch die Zahl N) und Frequenzverteilung (beschrieben
durch die Zahl R). Diese Ideen kénnten auch in der kinetischen Theorie atomarer Gase Eingang finden, etwa in
der Theorie der Lichtstreuung [51]. In diesem Zusammenhang sind auch einige Arbeiten von Kremer, z.B. [43],

interessant, in denen auf dhnliche Weise Viskositidten und Wirmeleitkoeffizienten berechnet werden.

Die auf dem Phononenmodell aufbauende Theorie des Energietransportes in Kristallen ist aufgrund der Ahnlich-
keit der physikalischen Modelle fast analog zur Theorie des Energietransportes durch Strahlung zu behandeln.
Der wesentliche Unterschied liegt in den moglichen Wechselwirkungen. Hier hat sich das System mit » =1 als
iberaus erfolgreich erwiesen (siehe dazu [14] und die darin zitierte Literatur). Dazu ist allerdings zu sagen,
daf es sich bei der gefundenen Ubereinstimmung zwischen den Aussagen der Theorie und den experimentellen

Befunden in [14] vor allem um eine qualitative, weniger um eine exakt quantitative Ubereinstimmung handelt.



Kapitel 7

Lokales Strahlungsgleichgewicht

7.1 Voraussetzungen

Bevor wir zu einer genaueren Betrachtung der Feldgleichungen im Nichtgleichgewicht kommen,
wollen wir den Grenzfall des lokalen Strahlungsgleichgewichts betrachten. Lokales Gleichge-
wicht liegt dann vor, wenn die Verteilungsfunktion am Ort x; zur Zeit t gleich der Planck-

Verteilung zur lokalen Materietemperatur 7'(x;, t) ist.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Umsténden dies der Fall ist. Zur Beantwortung erinnern
wir daran, daf} ein Ort im Sinne der Kontinuumsphysik durch ein Volumenelement gegeben
ist, dessen Kantenléingen in der Gréflenordnung der freien Weglénge der Materie (wir denken
an ein Gas) liegt. Einem solchen Volumenelement kann eine lokale Temperatur zugeschrieben
werden. Lokales Gleichgewicht zwischen Materie und Strahlung kann nur dann eintreten, wenn
die in einem Volumenelement emittierte Strahlung nicht viele Volumenelemente durchdringen

kann, d.h. bereits innerhalb dieses Volumenelements grofitenteils absorbiert wird.

Es folgt als Bedingung des lokalen Strahlungsgleichgewichts, dafl die freie Wegléinge der Strah-
lung (¢/k) nicht viel grofer als die freie Weglénge der Materie sein darf. Ist die freie Weglénge
der Strahlung jedoch deutlich grofier, liegt lokales Nichtgleichgewicht vor, das einfachste Beispiel

bildet die Wechselwirkung von Sonnenstrahlung und Erdatmosphére.

Die entscheidende EinfluBgrofle ist hier die Dichte der Materie, die als Faktor in den Absorp-
tionskoeffizienten x enthalten ist. Erst bei sehr grofler Materiedichte ¢ kann sich das lokale

Gleichgewicht einstellen.
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7.2 Maxwell-Iteration

Um die Gleichungen im Grenzfall des lokalen Gleichgewichts zu erhalten, wenden wir auf die

Gleichungen (6.30) ein iteratives Verfahren an (Maxwell-Iteration, s. [38]).

Wir setzen voraus, da8 die Matrizen ©,,(7) und @Tq(T ) sehr grofie Werte haben. Dies ist
dann der Fall, wenn die freien Flugzeiten 1/x viel kleiner sind als die Zeiten in denen sich die

Momente dndern.

Der nullte Iterationsschritt resultiert aus der Annahme, dafl die Matrizen in der Tat als unend-
lich grofl angesehen werden kénnen. Damit auf den linken Seiten keine unendlichen Gradienten
stehen, miissen die Faktoren an den Matrizen verschwinden, und wir erhalten die nullten Ite-

rierten als
Uiy = up(T), (7.1)

q _ 0
Wirig-in) @) — U (7.2)

das sind gerade die Gleichgewichtswerte.

Die ersten Iterierten u’. . .
(i192°+in

nullten Iterierten einsetzen, u" = u"’(o), U

Uy u‘éliwi”> = u‘giliZ_.,in>‘(1) setzen. Es ergibt sich

i1y erhalten wir, indem wir in die linken Seiten von (6.30) die

linizwin) = Wirigein)|(0) U In den rechten Seiten u" =

ol (T)
)
o —Zq:@w(T) (1 = lo(D)
L Ouls) O,o(T) 7.3
3 0m _zq: ra(T) Uiy (7.3)
ul = 0, n>2.

(i149+in)

Weitere Iterationsschritte sind moglich, wir sind hier daran jedoch nicht interessiert.

Wir betrachten nun nur noch die mittlere Gleichung, mit dem Ziel, den Impuls u; in dieser

Iteration zu bestimmen. Unter Berticksichtigung der Gleichung (5.19) fiir u{,(T') konnen wir

schreiben L ul(T)
L cx—a 1 L(r+4) C(r+3) (kgT\" Oujg
p— O ) 7.4
uljo) = ~3>_On T(5) C(4) he o, (7.4)
Nun gilt p; = hu} sowie e = hcu' und wir erhalten eine (2.11) entsprechende Gleichung,
110e(T
_ _119s(T) (7.5)

b= T3 o,
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Den mittleren Absorptionskoeffizienten £ haben wir dabei definiert als
1 I(r + 4 ) C(r+3) (kgT\""
- =) 67} . 7.6
R Z 5) ((4) he (7.6)

Dieser Absorptionskoeffizient ist zu vergleichen mit dem Rosseland-Mittel & (2.12).

Zum Vergleich beschréinken wir uns auf reine Bremsstrahlungsabsorption unter Vernachléssi-
gung von Streuung. Wir erhalten

N AN R R P
ko fo<ﬁ0> ; I'(5) ¢(4) A Tr+4) C(r+3) (7.7)
1 1 kgT 3 'dr
R D—ff< ﬁ0> /P(5) CA) (L—e=)y(er 1) (7.8)
wobeil wir eine Matrix
Ars =T(r+s) ¢((r+s) (7.9)

definiert haben.

k ross/k

o
oy

Abbildung 7.1: % tiber der Momentenzahl R
Abb. 7.1 zeigt das Verhiltnis £/& fiir verschiedene Werte der Momentenzahl R. Fiir R > 4
stimmen die beiden Koeffizienten iiberein, & konvergiert rasch auf den Grenzwert .

Wir schlieflen, dafl die von uns entwickelte Momententheorie im Grenzfall des lokalen Gleich-
gewichts das Rosseland-Mittel enthélt.
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7.3 Bewertung

Zur Bewertung der Ergebnisse des letzen Abschnittes sei zunéchst darauf hingewiesen, dafl es
die im Zentrum dieser Arbeit stehende Momententheorie gestattet, Prozesse, die deutlich vom
lokalen Gleichgewicht abweichen, zu berechnen. In spiteren Kapiteln werden wir an einigen
Beispielen die ausgezeichnete Ubereinstimmung zwischen Losungen der Strahlungs-Transport-

Gleichung und der Momentengleichungen sehen.

Die Entropiemaximumsmethode liefert ein formal sehr einfaches und elegantes Vorgehen zur
Bestimmung der Materialkoeffizienten. Beim Ubergang zum lokalen Gleichgewicht kann auf
einfache Weise ein mittlerer Absorptionskoeffizient berechnet werden (7.6). Dabei stellt sich
heraus, dafl dieser Koeffizient von der Zahl R der der Theorie zugrunde gelegten Variablen
abhéngt. Mit steigendem R konvergiert der Koeffizient auf einen konstanten Wert (Abb. 7.1),

der mit dem bekannten Rosseland-Mittel iibereinstimmt.

Das gaskinetische Aquivalent zur hier prisentierten Momentenmethode ist die Grad-Methode
[32]. Diese liefert, insbesondere fiir Maxwell-Molekiile, dieselben Transportkoeffizienten wie die
Chapman-Enskog-Methode, ohne daf auf hthere Momente zuriickgegriffen werden muf (fiir
die Strahlungsthermodynamik wiirde das heiflen » = R = 1). Fiir den mit der kinetischen

Gastheorie vertrauten Leser ist daher die Abhéngigkeit von der Zahl R gewif} iiberraschend.

Die Diskrepanz 183t sich mit Hilfe des BGK-Modells fiir den Stofiterm der Boltzmann-Gleichung
verstehen. In diesem Modell ist der StofSterm von der Form —v (f — frar); fra ist eine lokale
Maxwell-Verteilung und v ist die Stofifrequenz der Teilchen. Diese Niherung entspricht dem
Produktionsterm der Strahlungs-Transport-Gleichung. Fiir Maxwell-Molekiile ist die Stoffre-
quenz konstant, fiir andere Wechselwirkungspotentiale hingt v von der Teilchengeschwindigkeit
C' ab [24]. Leider gibt kein mir bekannter Autor die Geschwindigkeitsabhéingigkeit von v an, es
ist jedoch zu vermuten, da8 gilt v = vy + g (C), vy = const. Falls die Funktion ¢ (C') nur eine

kleine Korrektur liefert, ist eine Ubereinstimmung beider Methoden zu erwarten'.

Die Absorptionskoeffizienten der Strahlungsthermodynamik hingegen héingen sehr stark von
der Frequenz ab (fiir die kinetische Gastheorie wiirde das bedeuten vy = 0), aus dem Fehlen
des konstanten fithrenden Terms folgt die starke Diskrepanz zwischen der Momentenmethode
und der Chapman-Enskog-Methode

Im lokalen Gleichgewicht liefert die Wahl » = R = 1 fiir die Variablen der Strahlungsthermo-
dynamik nur fiir graue Materie, also frequenzunabhéngigen Absorptionskoeffizienten, dasselbe
Ergebnis wie die Chapman-Enskog-Methode. In allen anderen Fillen mufl der Variablensatz

der Momentenmethode erweitert werden.

1Zu dieser Fragestellung ist am Institut fiir Thermodynamik und Reaktionstechnik eine Diplomarbeit geplant.
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Hier bietet sich bereits ein Kriterium zur Bestimmung der Momentenzahl R an: Man wihle R
so grof}, dafl der mittlere Absorptionskoeffizient im lokalen thermischen Gleichgewicht seinem

Grenzwert sehr nahe ist (im obigen Beispiel fiir Bremsstrahlungsabsorption also R = 4).

Es sei darauf hingewiesen, dafl Verallgemeinerungen der Chapman-Enskog-Methode fiir das
Nichtgleichgewicht vorliegen, siehe z.B. die Arbeit von SCHWEIZER [45]. Der Vorteil der Mo-
mentenmethode mit Entropiemaximierung liegt in ihrem sehr klaren und eleganten Formalis-

mus.

In den folgenden Kapiteln wird anhand einfacher Beispiele die hervorragende Ubereinstimmung
von Losungen der Momentengleichungen mit Losungen der Strahlungs-Transport-Gleichung
gezeigt. Ein Vergleich mit den Gleichungen von SCHWEIZER kann nicht vorgenommen werden,

da dieser die Absorptionkoeffizienten in seinen Gleichungen nicht explizit angibt.



Kapitel 8

Eingeschrinkte Anisotropie

Wir kommen nun zu den Untersuchungen iiber die notwendige Variablenzahl. In diesem Kapitel

gehen wir davon aus, dafl die Zahl R bekannt ist und suchen ein Kriterium zur Einschrinkung
der Zahl N.

Wir erinnern daran, daf§ der hochste Tensorgrad der Momente mit der Anisotropie des zu
beschreibenden Prozesses zusammenhéingt. Man wird davon ausgehen, dafl ein endlicher Ten-
sorgrad N geniigt, um den Prozef3 in hinreichender Genauigkeit zu beschreiben. Je geringer die

Anisotropie ist, umso kleiner erwarten wir die Zahl N.

Fiir einen gegebenen Prozefl kann N bestimmt werden wie folgt: Man entscheidet sich fiir einen
ersten Wert Ni, den man moglichst klein wéihlt und berechnet den Prozef3 aus den gegebenen
Anfangs- und Randbedingungen. Sodann wihlt man einen neuen Wert N, = N; + 1 und
berechnet den Prozefl von neuem. Liefern beide Berechnungen annihernd dasselbe Resultat,
geniigt die Wahl von N = N;. Andernfalls wird die Momentenzahl solange weiter erhht, bis
die Berechnungen mit N1 = N + 1 dasselbe Ergebnis liefert, wie die Berechnung mit Ny;

dann mufl N = Nj, gesetzt werden.

Aufgrund der Struktur der Feldgleichungen ist es allerdings auch moglich, ein analytisches
Kriterium zu finden. Die folgende Betrachtung ist aus einer Arbeit des Autors iiber Phononen
hervorgegangen [48], aufgrund der unterschiedlichen Wechselwirkungen muf3 hier jedoch die

Argumentation erweitert werden.

Bedauerlicherweise ist diese Argumentation nur fiir linarisierte Gleichungen moglich, d.h. -
insbesondere, dafl die Materietemperatur 7" als konstant in Ort und Zeit angenommen werden

mufl, 7" = Ty. Damit ist der Fall des lokalen Gleichgewichts in dieser Untersuchung nicht

q

enthalten, dieser liefert lediglich die trivialen Losungen u? = ulqE (Tp) Wiy = 0. Es werden



8.1. EINDIMENSIONALE FELDGLEICHUNGEN 49

also nur echte Nichtgleichgewichtsprozesse zwischen Strahlung und Materie betrachtet.

8.1 Eindimensionale Feldgleichungen

Wir werden unsere Diskussion auf eindimensionale Probleme beschrinken. Zudem betrachten

wir nur den Fall isotroper Streuung mit den Feldgleichungen (6.30)

ou” ouy, g
o, — 2Ol (w7 = ufp(To))
ouy. . . our,. . . ou’. . . .
<’Lll2""bn> n <<2112~~~Zn71> <1112-~~’Lnk> q
= =) O,,(Ty)uj. . . 8.1
ot + m+ 1" 0z;,) e Oz, zq: o(To) Uiyig-win) (8.1)
our. . . N ou’,. . . .
(ivig--in) ((iria-in—1) q
= N6, (Ty)u. . .
ot + 2N + 1C aiCzN> ; q( 0) u(zlzg---zN>
Wenn alle Variablen nur Funktionen von ¢t und z = z; sind, geniigt die Betrachtung der
Variablen
u?m - u?11...1> (82)
n—mal
und die Feldgleichungen reduzieren sich auf
ou’, ou’,
_ o _ a . q
ot " “ow zq:@m (1t = o)
ou’, ou’, ou’, ~
(n) (n—1) n+1) q
ot T Tor T Tar T Eq:@w“m (8.3)
oul ou’
() (N-1) AN
5 + ayc o = —Zq:@w“m
mit
v 8.4
T 21 (84)

Die Feldgleichungen sind iiber die rechten Seiten gekoppelt. Sie sind teilweise entkoppelbar, da

die Temperatur der Materie als konstant angenommen wird. Wir definieren neue Grofien Wiy

uy —ufge = DMl (8:5)
p

Wy = > Mgut, (8.6)
p
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und erhalten fiir (8.3)

ow? ows
(0) a -1 P
Y +c . TEq pMST @Tqupw<0>
ows ows ows ~
(n) (n—1) (n+1) -1 P
5+ et et = —?qusr O Myl (8.7)
ow? ow?
(V) (N-1) 1A
5 tave—g— = —;q pMSTl@Tqupwa

Zur Entkoppelung wird die Matrix M,, als Matrix der Eigenvektoren von ©,, bestimmt,
1 1
ZMST OrgMgp = M_(Ssm (88)

S
7,4

1/u, sind die Eigenwerte dieser Matrix, p, sind die Relaxationszeiten der Gréfien wfm.

Nach (6.28) gilt fiir die Matrix ©,,

@rq = Oy + Z®$q7 (8.9)
St
und also .
> M;'6,,M,, = M—(Ss,, +Y Y Mo M,, (8.10)
r,q 8 St rq

Die Matrizen @fqt werden im allgemeinen andere Eigenvektoren haben als ©,,. Um eine voll-
stindige Entkopplung zu erreichen, beschrinken wir uns auf isotrope Thomson-Streuung, dann
gilt O = >"0% = (16yq (6.26) und wir erhalten

St

1A 1 1
ZMsrl@quqp = (M_ + CT) 6sp = ﬂ_‘ssp- (8~11)

S
9

Als Ergebnis dieser Uberlegungen erhalten wir R + 1 entkoppelte Gleichungssysteme fiir die
Variablen Wy s

ows, ow; 1
(0) 1 s
ot e or o, o)
ows ows ow? 1
(r) (n—1) (n+1) s
n = —— 8.12
8t + ay,c 81‘ +c ax L. w<n> ( )
ows ows 1
(N) (N-1) s
o N T T OTRMW

Es geniigt fiir das folgende, nur eines dieser Systeme zu betrachten.
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8.2 Wellenl6sungen

8.2.1 Dispersionsrelation

Das Gleichungssystem (8.12) ist linear, seine Eigenschaften kénnen anhand von ebenen Wel-

lenlosungen diskutiert werden. Wir setzen an

s

Wiy = Weny expi (Qt — qx) (8.13)

Q) ist die Frequenz der Welle, g ist ihre Wellenzahl und @, sind die komplexen Amplituden
der Felder. Phasengeschwindigkeit vp, und Dampfung o der Wellen sind gegeben durch

Q
vpp = Re(q)’ a=—-Im(q). (8.14)

Die tatséichlichen Felder Wy sind eine Superposition von ebenen Wellen mit verschiedener

Frequenz ().

Einsetzen des Wellenansatzes in (8.12) liefert nach einigen Umformungen

_'Vﬁ 1 u~1<0>
aq -5 1 zI)<1>
(6%} —ﬁ 1
as —f 1 =0 (8.15)
ay-1 —f 1
i ay =0 | | Ywy |
mit R
_ 1+ia,0 s (8.16)
T i T 1
Wir definieren die Determinanten
-8 1
(0%} —B 1
(65) —ﬁ 1
Dn+1 - (6% _6 ]- 5 (817)
Qp—1 _6 1
(679 _ﬁ

die durch eine Rekursionsformel verkniipft sind,

Dn+1 = _ﬂDn - anDn—la mit DO - 1a Dl = _’Yﬁ (818)
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Das Gleichungssystem (8.15) hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinate Dy 4
verschwindet,

Dy =0. (8.19)

Diese Gleichung ist die Dispersionsrelation, die die erlaubten Werte der Wellenzahl ¢ bei gege-
bener Frequenz € liefert. Dy ist ein Polynom (N + 1)-ter Ordnung in ¢q. Es gibt also N + 1

verschiedene Losungen ¢ (2), die als Moden bezeichnet werden. Ist nur eine Mode angeregt,
(r)
zeigt man leicht, dafl die Amplituden sich einfach auf w g zurtickfithren lassen,

Wiy = (—1)" Dnib(g).- (8.20)

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist eine Linearkombination der Losungen aller
Moden.

8.2.2 Frontgeschwindigkeiten

Die Wechselwirkungsterme auf den rechten Seiten verschwinden, wenn ein ebener Freistrahl
betrachtet wird, 1/, = 1/1, = 0. In diesem Fall gilt v =1, 8 = Q/cq. Aus der Dispersionsre-
lation folgen eine Reihe von Werten fiir die Phasengeschwindigkeit, vp,/c = 3. Dabei sind die

zuléissigen 3 die Eigenwerte der Matrix

0 1
a; 0 1
as 0 1
A= as 0 1 . (8.21)
a1 0 1
o, 0

Keiner dieser Werte darf den Wert 1 iiberschreiten, da die Lichtgeschwindigkeit ¢ eine obe-
re Grenze fiir jede Signalgeschwindigkeit darstellt. Da sich der Freistrahl aber gerade mit ¢

ausbreitet, muf} einer dieser Werte gleich 1 sein.

In Abb. 8.1 ist fiir verschiedene Variablenzahlen N der maximale Absolutwert von vpy,/c auf-
getragen. Man sieht sowohl, dafl dieser stets kleiner ist als 1, als auch, dafl er fiir steigendes
N gegen 1 geht. Fiir N = 30 finden wir einen Wert von (vpy/c) .. = 0.997087 ... Wir schlie-

Ben, dafl wir bereits mit einer Zahl von N + 1 = 31 Variablen einen Freistrahl mit geniigender

Genauigkeit beschreiben kénnen.

Wenn 1/p, und 1/, verschieden von Null sind, erhalten wir dasselbe Ergebnis im Limes 2 —

oo. Da dieser Limes die maximale Frontgeschwindigkeit kennzeichnet [37], treten keine groeren



8.2. WELLENLOSUNGEN o3

v/c

Abbildung 8.1: Maximale Frontgeschwindigkeit iiber N

Signalgeschwindigkeiten auf. Man beachte in diesem Zusammenhang, dafl das in Abschnitt 2.1
vorgestellte Verfahren zu einer parabolischen Gleichung fiir die Energiedichte fiihrt und also zu

einer unendlichen Signalgeschwindigkeit im Limes 2 — oo. Dieses Verhalten ist unphysikalisch.

Da der Freistrahl sich gerade mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen muf}, kénnen nur die Moden
mit der maximalen Phasengeschwindigkeit angeregt sein', die Amplituden der anderen Moden
miissen verschwinden. Aufgrund der Linearitit der Gleichungen kénnen diese Moden nicht
angeregt werden, wenn ein Freistrahl in eine Atmosphire eindringt. In diesem Fall geniigt die

Betrachtung nur einer Losung der Dispersionsrelation.

Dieses Ergebnis erweitern wir dahingehend, dafl wir nur die Losungen der Dispersionsrelation
als physikalisch ansehen, die im Limes 2 — oo die (betragsmiflig) maximale Phasengeschwin-

digkeit liefern. Im folgenden betrachten wir nur noch diese Mode.

Es ist interessant, die Amplituden der Felder im Freistrahl zu betrachten. Abb. 8.2 zeigt die
Amplituden bezogen auf die Amplitude wyy. In einem Freistrahl gilt upy = ujy. Wahrend
also fiir einen echten Freistrahl gelten miiite Wy /W = 1, liefert die Auswertung numerischer
Ergebnisse fiir die vorliegende Naherung @ /W) = (Vpn/c) e = 1. Die Felder des Freistrahles

werden berechnet gemif3
Uy = (=1)" Dn(B = (0PR/ )i -7 = 1) ufpy- (8.22)

Die Vorgabe der Randbedingungen muf also in Ubereinstimmung mit der verwendeten Theorie

vorgenommen werden (ballistische Randbedingungen, vergl. [14]).

'Es gibt immer zwei Losungen, die sich gerade im Vorzeichen unterscheiden.
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wn/w0

Abbildung 8.2: Amplituden der Felder fiir N = 30

Fiir groflere Werte von N édndert sich die Kurve in Abb. 8.2 nur in sehr geringem Mafle. Die

Amplituden der hoheren Momente gehen gegen Null, sind also vernachlissigbar.

8.3 Reduktion von N

8.3.1 Fall I: Keine Streuung

Falls nur Absorptions- und Emissionsprozesse stattfinden, jedoch keine Streuprozesse, fi =
i, v =1, dann sind die zuléssigen Werte von 3 fiir alle Frequenzen gleich den Eigenwerten der

Matrix A. Die zulissigen Losungen der Dispersionsrelation liefern

B =% (vpn/C) pax (8.23)
oder mit (8.16)

Diese Losung der Dispersionsrelation beschreibt dispersionsfreie Wellen der Phasengeschwindig-

keit vpy = % (Uph) 0, Mit konstanter Dampfung 1/p, (vep) Eine solche Dispersionsrelation

finden wir fiir jeden Wert von s = Qoder1,..., R. Die Losungen fiir die Felder up,, sind
Uberlagerungen von R + 1oder R Wellen gleicher Phasengeschwindigkeit, aber verschiedener

Démpfung.

Hier finden wir nochmals das Kriterium fiir lokales Gleichgewicht: liegen die ”freien Wegléingen”

s (Vph) ay der Strahlung fiir alle s in der GroBenordnung der freien Weglinge des Gases, dann
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wird das Signal bereits innerhalb eines Ortes der Kontinuumstheorie weggeddmpft und es liegt

Gleichgewicht vor.

8.3.2 Fall II: Keine Absorption

Wesentlich interessanter ist der absorptionsfreie Fall, 1/u, = 0, also 1/fi, = (7, v = 44,8/ (1 + i[1,82).
Eine numerische Untersuchung zeigt, dafl die relevanten Losungen der Dispersionsrelation in
eine Reihe entwickelt werden konnen,
1
&
insbesondere wird 1/4% = 0 fiir f1,Q — 0.

= a1 (1,9) + a (1,92 + a3 (2, 0)° + .. (8:25)

Fiir die Amplituden finden wir die Beziehungen?

Win) = ?fnﬂ)m_l), n = 1, ce ,N (8.26)
mit den Faktoren .
fn = Ont1 ) fN = 1. (827)
1- 7fn+l

Diese Faktoren werden nun beziiglich (1,Q2)” in eine Reihe entwickelt. Dahinter steht die Idee,
dafl die Randbedingungen des Prozesses so vorgegeben sind, daf§ fiir die gréfite Frequenz, die

zur Beschreibung der Randbedingungen noch wesentlich ist, gilt
1+ (3,Q)" ~1. (8.28)

Dabei wird fiir /i, der maximalen Wert max (j1,) gewdhlt. Wir untersuchen nun die Entwicklung

fir v = 1, 2, beliebig.

i) v=1,1+p0N ~1: Indiesem Fall erhalten wir fiir die Faktoren (8.27) f, =1 (n=1,..., N).

Damit gilt fiir die Amplituden
~ (0779

Wy = Fw<n_1>, n=1,...,N. (8.29)

Indem wir die inverse Fourier-Transformation anwenden, erhalten wir mit der Definition (8.16)

von (3 die partiellen Differentialgleichungen

ows ows 1
(n) (n—1) s

2Fiir die Amplitude w0y bleibt noch die Forderung gy Dn+1 = 0, die gerade die Bedingung fiir nichttriviale
Losungen, D1 = 0, darstellt.
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Zur Bestimmung der Felder Wiy, gentigt also das Gleichungssystem

ows ow?

L (8:31)
ow? ows; 1

(1) o s

at + CQq ax = _[j,_sw<1>

Wenn dieses System gelost ist, konnen die anderen Felder mittels (8.30) sukzessive berechnet

werden.

Eine genaue Betrachtung zeigt, daff im Rahmen der Néherung die unterstrichenen Terme wegfal-
len sollten. In diesem Fall reduziert sich (8.31)s auf ein Fouriersches Gesetz, vergleiche Kapitel
2. Wir haben diese Terme aus formalen Griinden beibehalten, da sie die Hyperbolizitit des

Systems garantieren.

ii.) v=21+ (A,uSQ)2 ~ 1: In dieser N&herung erhalten wir fiir die Faktoren fy =1, f, =

1/ (1 — Qpy1/ 62) ,n=1,..., N — 1. Durch inverse Fourier-Transformation von (8.26) erhalten
wir jetzt
ows ows ows 1
(n) n—1) (n+1) s
n - - = 9 8.32
ow; ow; 1
(n+1) (n) s
a’; + coyp i1 ax” = ——wy, n=1,...,N—1.

s

Hier geniigt zur Bestimmung der Felder wip, das Gleichungssystem

wyy, N Cc’?wf1> _
ot ox ’
ows ows ows 1
(1) (0) 2 _ s
ot “Tor “ar T Tn (5:33)
ows ow; 1
2) @ s
o Ty T TR

iii.) wvobeliebig, 1 + (1, 2)” ~ 1: Indem die Faktoren f, bis zur v — ten Ordnung in [,
entwickelt werden, 148t sich zeigen, dafl die Gleichungen (8.12) mit N = v ausreichen, um die

Strahlung verniinftig zu beschreiben.

8.3.3 Allgemeine Kriterien

Die beiden betrachteten Fille unterschieden sich gerade im Wert von . Zur Abschitzung von

N im Fall, dal sowohl Absorptions- als auch Streuprozesse stattfinden erinnern wir (8.11) und
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schreiben

_ Lt S . (8.34)

Falls die Héufigkeit von Absorptionsprozessen die Hiufigkeit von Streuprozessen deutlich iiber-
wiegt, gilt (pu, < 1, v =~ 1. Dies entspricht unserem Fall I, eine Einschréinkung der Variablen-
zahl ist nicht moglich.

Falls jedoch die Zahl der Streuprozesse die Zahl der Absorptionsprozesse deutlich iiberwiegt, gilt
Crpvs > 1, v~ i,/ (14 i,Q2) und die Variablenzahl kann entsprechend Fall I eingeschrinkt

werden.

Bezeichnen wir zwei Werte ¢, ¢H so, daB gilt (hp, < 1,¢Hu, > 1, so konnen wir fragen,
inwieweit bei gegebenem pi, eine Einschrinkung der Variablenzahl fiir (. € {Cé, ¢ } moglich
ist. Zur Beantwortung dieser Frage wurde leider kein analytisches Kriterium gefunden. Jedoch
ist klar, daB mit von (% an steigendem (; die Variablenzahl von N ~ 30 immer weiter reduziert
werden kann, bis sie fiir (; = g;f den von den Randbedingungen abhéingigen Wert N = v

erreicht.

Falls neben der Thomson-Streuung noch andere Streuprozesse eine Rolle spielen, ist das Glei-
chungssystem (8.1) nicht entkoppelbar. Dennoch ist die obige Diskussion iibertragbar: Im Fall
die Absorption stark iiberwiegender Streuung reichen v Gleichungen aus, wenn (j1,2)” gegen

Eins vernachléssigbar ist, wobei 1/, der grofite Eigenwert der Matrix @TS ist.

Die Ubertragung der Ergebnisse auf mehrdimensionale Probleme scheint problematisch. Klar
ist allenfalls, dafl bei stark symmetrischen Geometrien eine kleinere Variablenzahl ausreichen

wird.

Insbesondere schliefen wir, dafl die Formeln aus Kapitel 2 im Fall des lokalen Nichtgleich-
gewichts nur in Frage kommen, wenn neben der Absorption auch Streuprozesse stattfinden,
und zwar wesentlich héufiger als Absorptionsprozesse. Da dort Streuprozesse nicht in Betracht

gezogen wurden, sind diese Formeln nur im lokalen Gleichgewicht anwendbar.
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Plotzliche Kompression von Strahlung

9.1 Ein exemplarisches Experiment

Wir wollen jetzt die Frage behandeln, wie grofl die Zahl R zu wihlen ist. Dazu betrachten
wir ein einfaches Experiment, dessen Verlauf sowohl mit der Strahlungs-Transport-Gleichung
als auch mit den Momentengleichungen berechnet werden kann und vergleichen die Ergebnisse.
Dabei kommt es uns nicht darauf an, ob das Experiment tatsichlich technisch durchfiihrbar

ist.

Der Versuchsaufbau sei wie folgt: Wir betrachten einen ideal verspiegelten Zylinder, der durch
einen ideal verspiegelten Kolben abgeschlossen ist. Die ideale Verspiegelung garantiert, dafl die
Wiinde keine Strahlung absorbieren und emittieren kénnen. Im Innern soll sich eine grofie Zahl
von streuenden und eine im Verhiltnis dazu geringe Zahl von absorbierenden Teilchen befinden,

die wir als einatomiges ideales Gas beschreiben.

Ausgehend von einem Gleichgewichtszustand mit der Temperatur 7 wird der Kolben schlag-
artig in den Zylinder gedriickt, wobei sich das zur Verfiigung stehende Volumen von V; auf V;
verkleinert. Dies soll so schnell geschehen, dafl wiihrend der Bewegung des Kolbens vernach-
ldissigbar wenige Absorptions- und Emissionsprozesse stattfinden, jedoch so langsam, dafl die

Verteilung stets homogen bleibt.

Das Gas soll sich zu jeder Zeit im Gleichgewicht befinden. Dann kénnen wir die Kompression des
Gases durch die Isentropengleichung der Gleichgewichtsthermodynamik beschreiben, d.h. die

Temperatur des Gases direkt nach der Kompression betréigt

v\ 2/3
T, =Ty (70) . (9.1)
1
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Nun wird das System in eine Umgebung der Temperatur 77 gebracht und sich selbst iiberlassen.
Da sich das innere Gleichgewicht des Gases sofort, das Gleichgewicht zwischen Gas und Strah-
lung jedoch langsam einstellen soll, ist im weiteren Verlauf die Temperatur konstant gleich
Ti. Aufgrund der Absorptions-/Emissionsprozesse wird nach einiger Zeit wieder ein Gleich-
gewichtszustand vorliegen. Wir wollen den zeitlichen Verlauf der Energiedichte u! zwischen

Kompression und Gleichgewicht berechnen.

Fiir diesen Ausgleichsprozess reduziert sich die Strahlungs-Transport-Gleichung (1.35) auf

Z—]; =—k(f— fie(Tv)). (9.2)

Die Momentengleichungen (6.30) reduzieren sich entsprechend auf

du” .
dt

Z@Tq(Tl) (uq - ufE(T1)> , r=0oderl,...,R. (9.3)

9.2 Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung

Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt fiir die Verteilungsfunktion direkt nach der Kom-

pression
fo=fie(To) - (9.4)

Fiir den zeitlichen Verlauf der Verteilungsfunktion ergibt sich mit dieser Anfangsbedingung aus
(9.2)

Vi —K
f(t) = fipg(Th) + (v?fE(To) - fE(T1)) e (9.5)
Als Ma# fiir die zeitliche Annéherung der Momente an das Gleichgewicht definieren wir Grofien
u” — uTE(T 1)

Rl (To) — ul(Th)

(9.6)

Es gilt direkt nach der Kompression v"(t = 0) = 1 und im Gleichgewicht v[ = 0. Mit (9.5) und
u" = [ k" f dk erhalten wir mit den Substitutionen = = hck/kgTy, y = hek/kgTh

r+3 42 B . r+2 -
E<E> / - e_m<%w)tdx—/ L Fwigy

i \T1 et —1 ey —1
‘/0 TO r+3 .
Vi \T1

Hier haben wir ein neues Zeitmaf ¢ eingefiihrt gemsifl

v ()

L(r+3)¢(r+3)

Rly) T = &(y) #(Th)t = st (9-8)
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z.B. fiir ein Potenzgesetz

) o kT \"
Fraly) = s Fro(Th) — K (B ) |

PG he
und fiir Bremsstrahlungsabsorption

(9.9)

B 1—e¢eY
Rrr(y) =

) kT
g “ff(Tl):fo< )

. 9.10
- (9.10)
(9.7) muBl numerisch ausgewertet werden. Abb. 9.1 zeigt den zeitlichen Verlauf von v! bei

Bremsstrahlungsabsorption (9.10). Fiir diese und die folgenden Berechnungen haben wir ein
Volumenverhéltnis von Vy/V; = 4 gewihlt.

1

\
|
!
L
\

100 200

Abbildung 9.1: Relazation von v' bei Bremsstrahlungsabsorption

9.3 Planck und Rosseland-Mittelung

Nach der klassischen Methode aus Kapitel 2 mufl unter den angegebenen Bedingungen die
Energiedichte der Gleichung

dd—f = —# (u' — ulp) (9.11)
geniigen (s.a. [49]), wobei & das Planck-Mittel des Absorptionskoeffizienten ist (2.7),
[ kkfipdk
C T Tk fpdk

(9.12)

l—exp — hck
Fiir Bremsstrahlungsabsorption mit x = Dy fM

3 berechnen wir

()
hC _ Iviff(Tl)

his = Do ryc@ T @@

(9.13)
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Damit erhalten wir fiir den zeitlichen Verlauf von v! nach dieser Theorie

v (t) = exp— (9.14)

I'(4)¢(4)

In Abb. 9.2 ist der zeitliche Verlauf von v! aus der exakten Rechnung und nach (9.14) gegen-
iibergestellt. Es ist deutlich zu sehen, dafl die Planck-Mittelung (durchgezogene Kurve) eine

1
0.8\
|
\
0.6 \
> \
\
0.4 A
: \
AN
N
N
~
0.2 ~
—
& I
o L

Abbildung 9.2: ! (f) fiir Bremsstrahlung aus der Strahlungs- Transport-Gleichung (gestrichelt)
und mit dem Planck-Mittel (durchgezogen)

wesentlich schnellere Anniherung an das Gleichgewicht vorhersagt. Die Unterschiede sind so

gravierend, daf} die Methode der Planck-Mittelung verworfen werden muf!

Nach einer anderen Theorie [45] sollte die Energiedichte der Gleichung

1
du 1

o = —K (u - u|1E) (9.15)

geniigen, wobei der mittlere Absorptionskoeffizient durch das Rosseland-Mittel & (2.12) gegeben

ist. Dieses muf} im Falle von Bremstrahlungsabsorption numerisch berechnet werden,

o kT \ " T()CH4) _ I'(5)¢(4)
Kff_fo( he ) sr0a7a ~ 7T Fioa7s (9.16)
Fiir den zeitlichen Verlauf von v! (f) ergibt sich
v* (t) = exp —0.005089 ¢. (9.17)

Abb. 9.3 zeigt, dafl der mit dem Rosseland-Mittel berechnete Abfall von v! (durchgezogene

Kurve) deutlich von der exakten Losung abweicht - auch diese Methode muf} verworfen werden!
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—
—_— -
—

L T —

Abbildung 9.3: v* (i) fiir Bremsstrahlung aus der Strahlungs- Transport-Gleichung (gestrichelt)

und mit dem Rosseland-Mittel (durchgezogen)

9.4 LoOsung der Momentengleichungen

Indem wir die Momentengleichungen (9.3) fiir die Variablen v™ (9.6) und die Zeit # formulieren,

erhalten wir

mit den Matrizen

VPG __
ere —

_1 s

fiir Bremsstrahlungsabsorption.

Die Losung fiir die v" lautet

" (f) = Z:]\L,,]\Jp;1 exp —apf,
D,S

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

wobei a, die Eigenwerte der Matrix C:)Tq sind; M,, ist die Matrix der Eigenvektoren. Abb. 9.4

zeigt den zeitlichen Verlauf von v! berechnet aus der Momentenmethode mit den Momenten
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u',r=1,...,Rmit R =1 bzw. R = 6 im Vergleich zur exakten Losung, wieder fiir den Fall

von Bremsstrahlungsabsorption. Die Berechnung erfolgte numerisch. Die Kurve fiir R = 1

1

AN

0.2 \\ §~\~\‘

0 100 200 300 400 500

Abbildung 9.4: v? (f) fiir Bremsstrahlung aus der Strahlungs- Transport-Gleichung (gestrichelt)

und aus den Momentengleichungen fiir R =1 und 6 (durchgezogen)

zeigt eine deutliche Abweichung von der exakten Losung. Vergleich mit Abb. 9.2 zeigt aber,
daf} der aus der Entropiemaximierung gewonnene mittlere Absorptionskoeffizient fiir R = 1 in
seiner Aussage zwischen den Ergebnissen der Planck- und Rosseland-Mittelung liegt. Alle drei

sind nicht gut.

Fiir R = 6 jedoch ist der Abbildung eine ausgezeichnete Ubereinstimmung der Aussage der
Momententheorie mit Entropiemaximierung und der exakten Rechnung zu entnehmen. Damit

erweist sich die Beriicksichtigung von Momenten mit Werten r > 1 als absolut notwendig.

Ohne einen Beleg durch Bilder geben wir noch an, welche Variablen u" fiir ein Potenzgesetz

mit Exponent v zu wéhlen sind:

14 T
—2]1,....4
—1]1,2

0 |1

1 ]0,1,2
2 10,...,5
3 ]0,...,12

Die Zahl der benétigten Variablen hiingt also wesentlich von den betrachteten Absorptions-
spektren ab. Lediglich fiir graue Materie (v = 0) reicht die Wahl » = 1 aus, in allen anderen

Fillen ist ein erweiterter Variablensatz zu wihlen.
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Allerdings sind die hier verwendeten Anfangsbedingungen ausgesprochen einfach. Bei einer
komplizierteren Anfangsverteilung als (9.4) kann sich das Bild dndern. Dennoch glauben wir,
dal der hier betrachtete Prozefl als Entscheidungskriterium fiir die Zahl der benétigten Mo-
mente dienen kann.



Teil 111

Absorption und Streuung eines

Sonnenstrahles



Kapitel 10

Ein Sonnenstrahl

In diesem Teil der Arbeit wollen wir die Absorption und Streuung eines Sonnenstrahles in einer
Atmosphiire mittels Momentengleichungen berechnen. Wie wir noch zeigen werden, fiihrt dieses
Problem iiber die Grenzen der Entropiemaximummethode, wie wir sie bisher verwendet haben,
hinaus - wir miissen eine geeignete Modifikation finden. Der erste Schritt, der zum Verstéindnis
des gegebenen Problems getan werden muf, ist die Betrachtung des Sonnenstrahls. Damit

beschiiftigt sich dieses Kapitel.

10.1 Verteilungsfunktion im Abstand » von der Sonne

Die Sonne sendet in guter Nidherung Gleichgewichtsstrahlung der Temperatur 7, = 5700K aus.
Man iiberlegt sich leicht (Anhang F), daf ein Beobachter auflerhalb der Sonne eine Verteilungs-
funktion fig(T5) feststellt in allen Richtungen, die von der Sonne zum Beobachter zeigen. In

allen anderen Richtungen ist die Verteilungsfunktion gleich Null.

Ein Beobachter im Abstand r von der Sonne nimmt diese als runde Scheibe des Radius b wahr
(Abb. 10.1). Der Richtungsvektor der Photonen sei n; = {sinv cos¢,sin?sinp,cosd},. Aus

der Geometrie folgt die Verteilungsfunktion

fie; VS (O, arcsin %)
e (10.1)
0, VNS (arcsin @,W/Q)
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der Winkel ¢ durchléuft seinen gesamten Wertebereich, ¢ € (0, 27).

R,

Abbildung 10.1: Zur Geometrie eines Kugelstrahlers

10.2 Energie und Energiefluf3

Mit (10.1) kénnen wir sofort die Momente im Abstand r von der Sonne berechnen. Wir beginnen

mit Energie und Energieflufl. Fiir die Energiedichte erhalten wir

27 Umax OO

e = /hckadk: ///hckadeksinﬁdﬁdgo (10.2)

¢=09=0 k=0
1-y1-%
¢ = —— T}, (10.3)
Im Grenzfall sehr grolen Abstandes, r > R, ergibt sich
R2 q

Die Verdiinnung der Energiedichte mit steigendem Abstand ist nur darauf zuriickzufiihren, dafl

die den Beobachter erreichenden Strahlen aus einem immer kleinerem Winkelbereich stammen.

Der Energieflul berechnet sich geméaf

Q: = / hekn, f, dk (10.5)
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mit n; = {sin ¥ cos g, sin ¥ sin ¢, cos ¥}, zu

R2
Qi = {o, 0, T—ZQJSBTé} . (10.6)

Fiir grofle Abstéinde ist folglich der Energieflufl rein konvektiv mit der Geschwindigkeit ¢ (erin-
nere, daf gilt ogp = ca/4),
Qi = {07 0, Ce}i ) (107)

dann kommen die Strahlen aus einem so kleinen Winkelbereich, daf} sie in guter Néherung als

parallel betrachtet werden konnen.

Mit Ry = 696000 km als Radius der Sonne und r = 149.6 10° km als Abstand Erde-Sonne,
ergibt sich mit der Sonnentemperatur 7T, = 5700K ein Energieflufl

Q. = 1295 J/sm?>. (10.8)

10.3 Entropie und Entropiefluf

Bei der Berechnung von Entropie und Entropieflufl gemifl (A.5, A.8) ist lediglich darauf zu
achten, daf} gilt lir%x Inz = 0. Dann 148t sich mit einer partiellen Integration bzgl. k schnell

zeigen, dafl gilt

4 e
h = —— 10.9
_ 4@k _
O = 3T®—{O,0,ch}k. (10.10)

Die Abhingigkeit vom Abstand ist durch e bzw. (), gegeben.

Fiir gleichgewichtsnahe Prozesse gilt iiblicherweise ¢, = Qx/T" [38]. Fiir den Sonnenstrahl, der

ja aufgrund der Anisotropie fern vom Gleichgewicht ist, ist dieser Zusammenhang nicht giiltig.

10.4 Momente im Abstand r

Die weiteren Momente berechnen wir nur fiir den Fall R /r < 1. Die einzige nicht verschwin-

dende Komponente der vollstéindigen Momente ist

Wy = up (T6) (@)2 (10.11)

r
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Daraus ergibt sich mit (C.6) fiir die entsprechende Komponente des vollstindig spurfreien

Momentes u”. .
(81..v0n)

— D, (10.12)
mit

U (To) (&)2, (10.13)
2
> (=1

=0 ] (20— 2j — 1)

-1
j=0

n!
(n —2k)12F k!

o
s
|

(10.14)

Einige Werte fiir D,, sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

nlolt] 2 ]3] 4| 5 6 7
D,|1|1]2/3]2/5]8/35]8/63|16/231 | 16/429 |

(10.12) steht in Ubereinstimmung mit unserem Resultat (8.22) fir 3 — 1 (N — oo) mit
D, = (-1)"D, (8=1,y=1). Damit erweisen sich die ballistischen Randbedingungen im

eindimensionalen Fall als sehr gute Néherung fiir die tatséchlich vorliegenden Momente.

10.5 Temperatur eines Hohlraumes im Abstand r

Ein Hohlraum mit adiabat isolierten Wiinden habe eine kleine Offnung, die einem schwarzen
Strahler, etwa der Sonne, zugewandt sei. Die in den Hohlraum einfallende Strahlung wird im
Innern vielfach absorbiert und emittiert und setzt sich dabei mit den Wéanden des Hohlraumes
ins Gleichgewicht, wobei sich schlieBlich eine Temperatur Ty einstellt. Bei der aus der Off-
nung austretenden Strahlung handelt es sich also um Hohlraumstrahlung zur Temperatur T}.

Diese Temperatur berechnen wir aus dem Energieerhaltungssatz: Der EnergiefluB Q¢ in den

Hohlraum hinein und der Energieflufl Q¢** aus dem Hohlraum heraus miissen in ihren Betrégen

iibereinstimmen,
QY™ = Q™. (10.15)
Mit (10.6, 1.24) ist diese Bedingung dquivalent zu
RY 4 4
T—QO'SBTQ = O'SBTH, (1016)

woraus sich sofort die Temperatur des Hohlraumes ergibt,

Ty = ,/% To. (10.17)
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Sei etwa Rs = 696000 km der Radius der Sonne und r = 149.6 10 km der Abstand Erde-
Sonne, ergibt sich mit der Sonnentemperatur T, = 5700K

Ty = 389K. (10.18)

Dieser Hohlraum und die Sonne befinden sich zwar in einem stationéren Zustand, nicht jedoch
im Gleichgewicht, denn es wird stéindig Entropie produziert. Dieser Nichtgleichgewichtszustand

wird durch die bei den Kernreaktionen im Sonneninnern freiwerdende Energie aufrecht erhalten.

Sei A die Fliche der Offnung, dann berechnet sich die Entropieproduktion pro Zeiteinheit ¥

aus der Differenz der Entropiefliisse geméf3

4 Qaus 4 Qem 4 5 R(QD 5
_ N — T2 — =T =
3Ty 31T, 3USB< H™ G2 0

3
4 IR IR J

_ = T3, /22 [1-4+/22)| =414 . 10.1
37sB e\ 7, ( r sm2K (10.19)

Auch wenn die Sonnenstrahlung aus einem Gleichgewichtssystem stammt, so ist doch die auf der

$/A =

Erde eintreffende Strahlung aufgrund ihrer extremen Anisotropie keineswegs Gleichgewichts-
strahlung. Damit ist es praktisch unmoglich, dem Sonnenstrahl eine Temperatur zuzuweisen.

Man konnte die Energie-Temperatur-Beziehung des Gleichgewichtsfalles,
e =ab*, (10.20)

auf das Nichtgleichgewicht ausdehnen. Damit ergiibe sich fiir den Sonnenstrahl in groflem

Abstand von der Sonne gerade die Temperatur
_ Ty
\/§ .

Der dort aufgestellte Hohlraum wiire also ein geeignetes Thermometer fiir diese Temperaturde-

0 (10.21)

finition. Unsere Vorstellung von einem Thermometer beinhaltet jedoch, dafl bei der Messung,
wenn sich der stationére Zustand eingestellt hat, keine Entropie produziert wird. Dies passiert
jedoch im Hohlraum. Daraus ist zu schlieflen, dafl § = (g)i keine geeignete Temperaturdefi-
nition im klassischen Sinn fiir Strahlung fern vom Gleichgewicht ist. Dennoch sind Ty bzw.
0 mittels eines Thermometers im Hohlraum leicht mefibar. Damit ist die Energiedichte des
Freistrahls mittels (10.20, 10.21) mefbar: Der Hohlraum stellt ein Energiemefigerét fiir einen
Freistrahl dar!. Mit der Frage nach der Strahlungstemperatur beschiiftigt sich Anhang G.

! Dies gilt natiirlich auch, wenn der Freistrahl nicht von einem schwarzen Strahler ausgesendet wird, sondern

eine von der Gleichgewichtsverteilung abweichende Frequenzverteilung aufweist.
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Absorption eines Sonnenstrahles

11.1 Problemstellung

Wir betrachten das Eindringen eines ebenen Strahlungspulses in eine isotherme absorbierende
Atmosphiire konstanter Dichte. Fiir dieses eindimensionale Problem lautet die Strahlungs-

Transport-Gleichung

0 0
() (1L1)

wobei z die Richtung des Strahles angibt. An der Stelle z = 0 wird nun fiir begrenzte Zeit ein
Sonnenstrahl in die Gleichgewichtsatmosphiire eingelassen, d.h. die Anfangs- und Randbedin-

gungen lauten

ft,z=0) = [fip(T)+ f:(Te) F(t), (11.2)
ft=0,2) = fie(T), (11.3)
dabei ist f,(T) durch (10.1) gegeben und F'(t) ist eine Fensterfunktion,
1 t At
F(t) = { , te(0.4h) (11.4)
0, sonst
Fiir die Momente lauten die Anfangs- und Randbedingungen, vergl. (10.12),
r r = U’TE(TQ) R 2
Wt =0,2) = uye(T)F(H) (11.6)

Wir wollen zuniichst die Strahlungs-Transport-Gleichung losen, dann mit dieser Losung die
Momente als Funktion von Ort und Zeit berechnen und diese schliefllich mit der Losung der

Momentengleichungen vergleichen.
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11.2 Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung

Fiir das angegebene Anfangsrandwertproblem ergibt sich die einfache Loésung

F(t,2) = fip(T) + £(To) F(t = =) exp—rZ. (11.7)

Hiermit 14t sich leicht das raumzeitliche Verhalten der Momente berechnen, insbesondere das

der Energiedichte. Als Ma$ fiir die Momente wihlen wir die dimensionslosen Grofien

u" —ul(T)
r |E
- P (11.8)
up(To) (%)
Wir fithren wie in Kapitel 8 andere Mafle fiir Ort und Zeit ein,
Rla)? = R(z)R(Th) > = k>, (11.9)
c c
t = k(Ty)t; (11.10)
z.B. fiir ein Potenzgesetz
. . ksTo\"
fpa(r) =1, #pa(Ts) = kg (%) : (11.11)
und fiir Bremsstrahlungsabsorption
- 1—e7" . kBT@ -3
Frp(z) = e Rr(To) :fo< e ) . (11.12)
Damit berechnen wir schliefflich fiir die Momente
r+42 o
/ f 1efn(x)zdx
r .E 3 = F E > €” — 11.13
v(’z) ( Z) F(T+3)C(T—|—3) ( )
Ui (£,2) = Dno'(1,2) (11.14)

Das Integral mufi numerisch ausgewertet werden. (11.13) ist einfach zu interpretieren: Das
Randsignal bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¢ (bzw. 1 in den Koordinaten #,%) in die

Atmosphiire hinein, seine Amplitude ist geddmpft.

11.3 Angepafite Nidherung der Verteilungsfunktion

Bei dem betrachteten Prozefl haben wir es mit einer starken Nichtlokalitét des Strahlungsfeldes

zu tun, die unsere lokale Theorie an eine Grenze bringt, s.a. [15]. Diese Nichtlokalitét riihrt
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vor allem daher, dafl die in einem Ort erzeugte Strahlung ungestort lange Strecken zuriicklegen

kann, bevor sie an einem anderem Ort mit Materie in Wechselwirkung tritt.

Wenn die Temperaturen der beiden Orte nicht allzu unterschiedlich sind, wird die um die lokale
Temperatur entwickelte Verteilungsfunktion (5.17) immer noch eine gute Ndherung liefern. Dies

wird vor allem dann der Fall sein, wenn die freie Wegléinge der Photonen klein ist.

Wir wollen nun eine fiir das obige Problem geeignetere Darstellung der lokalen Verteilungsfunk-
tion suchen. Dazu rufen wir uns zunéchst unsere bisherige Nidherung ins Gedéchtnis zuriick,

(5.17),

de(k7T) —r
Z|E

[~ fip(k,T)+ Z/\?ilig---in)
E|g = hck/kpT. Der Vergleich mit (11.2) zeigt, dafl das Auftreten der lokalen Temperatur
T in den die Abweichung vom lokalen Gleichgewicht beschreibenden Termen ausgesprochen
problemfern ist. Zwar wird die tatséichliche Verteilungsfunktion approximierbar sein, aber wenn
der Unterschied zwischen der Temperatur der Quelle (hier: der Sonne) von der Temperatur der

Senke (hier: der Atmosphéire) stark abweicht, ist eine gute Konvergenz nicht zu erwarten.

Wir behelfen uns mit einer modifizierten Form von (11.15), die fiir unser Problem ausgezeichnete
Ergebnisse liefert. Diese Modifikation wurde in Abschnitt 5.6 begriindet. Sie besteht darin, in
den Abweichungstermen von (11.15) eine andere Temperatur einzusetzen, die wir zunéichst mit

0 bezeichnen,
r dfe(k,0) .,
[~ fekT)+ ZA<ili2._.in>dTg>:9n<hni2 T, (11.16)
dabei ist =y = fick/kpf. Fiir das behandelte Problem wird sich herausstellen, dafl § = T, die
beste Wahl ist.

11.4 Losung der Momentengleichungen

Die Auswertung der modifizierten Verteilungsfunktion wird nicht présentiert, sondern wir for-
mulieren sofort die eindimensionalen Momentengleichungen (8.3) fiir die Variablen v" (11.8).

Sie lauten mit den Bezeichnungegn von oben

ovy, ovy, ovy, -
(n) (n—1) (ntl) _ q
of "oz oz Zq OrqVin) (11.17)
T n2
n=0,....,N, vy =0, 0 = g5
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Die auftretenden Matrizen lauten fiir ein Potenzgesetz

r+rv—q
gre _ Llat3)¢la+3) ZO +v)Cyy (i) (11.18)

4 L(r+3)¢(r+3)

bzw. fiir Bremsstrahlungsabsorption

~ I'(g+3)¢(qg+3) o\
ff = § I( — . 11.1
@,,q T 1 3)cr+3) (s+7r) s—l—r)Cq (T@) ( 9)

Wir erwarten analog zu (11.13, 11.14) Losungen der Form

v (f,5) = F(E—iz) v(3), (11.20)

Uph

(@2 = (=1)"D ([3—”ph~y_1) "(F, 7). (11.21)

Dabei haben wir unsere Erkenntnis aus Kapitel 8 benutzt, dafl die Momentengleichungen eine
Transportgeschwindigkeit vy, liefern, die erst fiir grole Momentenzahlen N gegen c geht; wir
verstehen unter v, die maximale Phasengeschwindigkeit des Systems. D,, bezeichnet die De-
terminanten (8.17), v"(Z) die lokale Amplitude der Groflen v". Einsetzen dieses Ansatzes in
(11.17) liefert zunichst

C

wn (v r
D_:: (F ( phD +apD,_1 + Dn+1> 0" — (apnDp_1+ Dpyi1) ) Z@mv

Mit der Rekursionsformel (8.18) gilt U’%Dn +apnDyp 1+ Dpyy =0 (8 = ”’fh,fy = 1). Es folgt
eine Gleichung fiir die Amplituden ©"(2),

s = =) O,0". (11.23)
q

Die Losung lautet
Z) = ZMTpMp_sl exp —apii (11.24)
v

'ph

Dabei sind die «y, die Eigenwerte der Matrix C:)rq und M,,, ist die Matrix ihrer Eigenvektoren.

Der Vergleich von (11.20, 11.24) mit der Losung (11.13) zeigt, dal zur Ubereinstimmung bei-

Uph

der Ergebnisse zunichst gelten mufl ~ 1, was nach den Ergebnissen von Kapitel 8 fiir

Momentenzahlen N ~ 30 der Fall ist.

Die Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung liefert fiir die Amplituden (11.13)

/ .I'T+21 e—fi(w)idx
prey er —
v"(2) = NEEEICETR (11.25)

Diese Gleichung mufl mit (11.24) verglichen werden. Abb. 11.1 zeigt am Beispiel von Brems-

strahlungsabsorption die ausgezeichnete Ubereinstimmung der exakten Losung (gestrichelt) mit
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der Losung der Momentengleichungen fiir R = 6 wenn in (11.18, 11.19) 6 = T, gesetzt wird.
Wie in Kap. 9 gibt die Wahl von kleineren Werten von R, im Bild R = 1, ein schlechtes
Ergebnis.

Was geschieht aber, wenn wir fiir 8 die Temperatur der absorbierenden Atmosphire wiihlen,
6 = T, also unsere urspriingliche Darstellung der Verteilungsfunktion beibehalten? Einige nu-
merische Betrachtungen der Energiedichte am Beispiel der Bremsstrahlung zeigen, daf} in diesem
Fall die Ubereinstimmung von (11.24) und (11.25) drastisch vom Verhéltnis T'/Tr, abhéngt. Fiir
Werte dieses Verhiiltnisses aus dem Intervall {0.6,2} finden wir eine gute Ubereinstimmung,
wenn der in Kap. 9 festgestellte Wert R = 6 gewihlt wird, sieche Abb.. 11.2, 11.3. Aufler-
halb dieses Intervalles ist eine Ubereinstimmung nicht zu ereichen, siche Abb. 11.4. Auch eine

Erhohung der Zahl R kann hier das Ergebnis nicht verbessern.

Wir stellen fest, dal die Wahl 6 = Ti, das beste Ergebnis liefert. Hierdurch wird die Nichtloka-
litdt des Problems am besten beriicksichtigt.

Bei der Wahl 6§ = T wird die Nichtlokalitét des Problems ignoriert. Dies ist moéglich wenn die
Temperaturen der iiber die Strahlung kommunizierenden Materievolumina an verschiedenen
Orten sich um einen Faktor aus (0.6, 2) unterscheiden.

Wir schlielen, dal man die Nichtlokalitét in Betracht ziehen sollte, um mit den Momentenglei-
chungen verniinftige Ergebnisse zu erzielen. D.h. man hat in der Verteilungsfunktion (11.16),
bzw. in den Matrizen auf den rechten Seiten der Momentengleichungen die Temperaturen der

Strahlungsquelle einzusetzen, und nicht die Temperatur der Materie.
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Abbildung 11.1: ©'(2) fiir Bremsstrahlungsabsorption aus der Strahlungs- Transport-Gleichung
(gestrichelt) und aus den Momentengleichungen fir R = 1 und 6. Temperaturverhdltnis
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Abbildung 11.2: ©'(Z) fiir Bremsstrahlungsabsorption aus der Strahlungs- Transport-Gleichung
(gestrichelt) und aus den Momentengleichungen fir R = 1 und 6. Temperaturverhdltnis
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Abbildung 11.3: ©'(2) fiir Bremsstrahlungsabsorption aus der Strahlungs- Transport-Gleichung

(gestrichelt) und aus den Momentengleichungen fir R = 1 und 6. Temperaturverhdltnis
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Abbildung 11.4: v*(2) fiir Bremsstrahlungsabsorption aus der Strahlungs- Transport-Gleichung

(gestrichelt) und aus den Momentengleichungen fir R = 1 und 6. Temperaturverh dltnis



Kapitel 12

Absorption und Streuung

12.1 Momentengleichungen

Fiir die Absorption eines Strahles 1:dft sich, wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, die
Strahlungs-Transport-Gleichung analytisch l6sen. Dies ist nicht mehr moéglich, wenn zusiitzlich
Streuung ins Spiel kommt. In diesem Fall muf} die Strahlungs-Transport-Gleichung numerisch
gelost werden. Hier bieten die in dieser Arbeit abgeleiteten Momentengleichungen eine will-

kommene Alternative zur Berechnung des Energietransportes.

Mit denselben Bezeichnungen wie im letzten Kapitel lauten sie fiir die dimensionslosen Groéfien

r

v
ovy, ovy, -
(0) oo q
o TTar T zq:@w%w
ov), ovy, ovy, >
(n) (n—1) (nt1) q
o T T Zq:@w% (12.1)
ovl ovl o~
() N-1) q
(3’1? +aN—8Z = zq:@qu<N>'
n=0,....N, vy =0, a, = #2_1. Auf die Betrachtung anisotroper Streuung wurde hier

verzichtet. Die Matrix der Streukoeffizienten (:)rq ist daher definiert geméf3

2 = 1 T(¢+3)C¢(qg+3) (kT \""
@W—@’”R(TQ)r(r+3)<(r+3)( he )

et (12.2)

rq?

z.B. gilt fiir Rayleigh-Streuung

-~ 5 0T4 r+4—q T
@rq:@rq‘i‘vCR@ i (a3
K)(T@) T@ F('r +3

; ggz 1 2; S oclr+4,0)C;! (12.3)



12.2. AUSBREITUNG EINES STRAHLUNGSPULSES 79

und fiir Thomson-Streuung

Org = Oy + %&qq. (12.4)
Hier muf3 nun wieder gefragt werden, welche Momentenzahlen R, N benotigt werden, um den
Energietransport verniinftig zu beschreiben. Wann die Zahl N eingeschriinkt werden kann,
haben wir bereits in Kapitel 8 gesehen. Die Zahl R miifite wieder aus einem Vergleich mit einer
Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung bestimmt werden. Wir konnen aber davon aus-
gehen, daf} die Frequenz-Potenzen in den Streukoeffizienten sich auf dhnliche Weise auswirken

wie die in einem Potenz-Absorptions-Gesetz.
Dann wird R bei reiner Thomson-Streuung nur durch die Absorptionsprozesse bestimmt, wih-

rend bei Rayleigh-Streuung etwa R = 12 gesetzt werden muf} (vergl. den letzten Abschnitt von
Kap. 8).

12.2 Ausbreitung eines Strahlungspulses

12.2.1 Gleichungen

Um das Verstédndnis des Wechselspiels von Absorption und Streuung zu vertiefen, betrachten
wir das Eindringen eines Freistrahlpulses in eine Atmosphire. Zur Berechnung wurde der

Einfachheit halber graue Materie betrachtet, also » = 1; zudem wurde N = 4 gewihlt, also die

Gleichungen
1 1
o, w1, (12.5)
ot 9z o
1 1 1
Wy o Py Oy 1
ot "9z 0z oo
n=1,...,4, v<15>:0mit .
1_1, & (12.6)
oo

12.2.2 Losung

An der Stelle Z = 0 wird ein Freistrahlpuls der Dauer Af vorgegeben, die Amplitude betrigt
v} = 1. Am Ort m = 20 wird das Signal detektiert. Der Strahl durchliuft eine Mo-
dellatmosphire mit 7 = i/ At = 2, m = ji/ji = 0.2. Abb. 12.1 zeigt die Energie am Detektor.
Das Signal besteht aus zwei Teilen. Zunéchst wird der Detektor von einem Peak der Breite

At erreicht. Dieser Peak wird erzeugt von ballistischen Photonen, die die Atmosphiire ohne



12.2. AUSBREITUNG EINES STRAHLUNGSPULSES 80

6 (l
< 5
o 4

3 TN

2 \\

1

0 / |

0 10 20 30 40 50
t/deltat
; . T 1 z _
Abbildung 12.1: Energiedichte v* am Ort TR = 20
jede Wechselwirkung passieren (Flugdauer . = 2/ (vpn/c),,..)- Die Amplitude ist wesent-

lich kleiner als die Eingangsamplitude, da aufgrund der Wechselwirkungen Photonen entzogen
werden.

Im Anschlufl an den ballistischen Peak folgt eine breite Schleppe. Diese stammt von Photonen,

die aufgrund von Streuprozessen durch die Atmosphéire diffundieren.

Fiir andere Werte der Parameter 7 und m zeigen die Kurven dasselbe Verhalten mit folgenden
charakteristischen Unterschieden: Bei festem 7 und steigendem m ist die diffusive Schleppe
immer weniger ausgeprégt. Im Grenzfall m = fi/fi = 1, d.h. keine Streuung, wird die Schlep-
pe nicht mehr detektiert, sondern nur der ballistische Peak. Dieser ist dann aufgrund der
Absorptionsprozesse gedampft.

Im Grenzfall m = fi/fi = 0, d.h. keine Absorption, ist die diffusive Schleppe stéirker ausgepréigt
als in Abb. 12.1. Der ballistische Peak ist aufgrund der Streuprozesse geddmpft. Da die
Streuung der Strahlung keine Energie entzieht, ist die Fliiche unter der Kurve gleich 1- At also
gleich der Fliche unter dem Eingangssignal.

Bei festem m und steigendem 7, d.h. einer immer geringeren Anzahl von Wechselwirkungen
beliebiger Art, steigt die Amplitude des ballistischen Peaks, wihrend die Schleppe an Hohe
verliert. Im wechselwirkungsfreien Fall 7 — oo verschwindet die Schleppe, das Signal lduft
ungeddmpft und unverzerrt durch die Atmosphire. Fiir sehr kleine Werte von 7 verschwindet

der ballistische Peak und es ist nur noch eine diffusive Ausbreitung der Strahlung zu beobachten.

SCHWEIZER [45] zeigt mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode eine ausgezeichnete Ubereinstim-
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mung zwischen einer Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung und dem Energiesystem (r =
1) fiir den Fall, da8 Thomson-Streuung der beherrschende Prozef ist. Dann ist (- viel grofier als
alle anderen Absorptions- und Streukoeffizienten und die Matrix @Tq ist (im wesentlichen) nur
auf der Diagonale besetzt (6.26). Dann entkoppeln die Systeme mit verschiedenem Superskript
r - wir sind von diesem Resultat nicht iiberrascht. Wenn stark frequenzabhéingige Koeffizien-
ten die fithrende Rolle spielen, muf} jedoch, wie wir gezeigt haben, die Kopplung unbedingt

berticksichtigt werden.



Teil IV

Kovariante Momentengleichungen



Kapitel 13

Kovariante (Gleichungen fiir die Materie

Bisher haben wir die Gleichungen der Strahlungsthermodynamik nur in dem System betrachtet,
in dem die Materie ruht, also fiir einen Beobachter, der im lokalen Ruhesystem (LR) der
Materie ruht. Wenn die Materie als Ganzes ruht, ist diese Darstellung sinnvoll. Da sich aber im
allgemeinen die Geschwindigkeit der Materie von Ort zu Ort édndert, ist diese Beschreibung nicht
geeignet. Vielmehr miissen wir Gleichungen finden, die die Strahlung fiir beliebige Beobachter,

beispielsweise fiir Beobachter im Laborsystem, beschreiben.

Die Aufgabe ist also die Transformation der Gleichungen aus dem LR in das Beobachtersy-
stem, bzw. eine beobachterinvariante Darstellung der Gleichungen. Mit anderen Worten: die
Gleichungen der Strahlungsthermodynamik sind in den Formalismus der Relativitétstheorie
einzufiigen. Dabei wollen wir auch beschleunigte Bezugssysteme zulassen, also die Gleichungen

in kovarianter Form angeben.

Eine kurze axiomatische Einfithrung in die Relativitétstheorie bietet Anhang H; dort werden

auch die im folgenden verwendeten Groflen erldutert.

Da wir Strahlung in Wechselwirkung mit Materie betrachten, benstigen wir auch die die Materie
beschreibenden Gleichungen. Wir beschrinken uns auf den einfachsten Fall, d.h. wir betrachten
ein einkomponentiges Gas, das sich so nahe am Gleichgewicht befindet, dafl Viskositéit und
Wirmeleitfihigkeit vernachlissigt werden kénnen. Weiterfithrende Theorien sind der Literatur
zu entnehmen [23][37][38].
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13.1 Teilchenzahlbilanz

13.1.1 Lorentzinvarianz

Formuliert fiir die Teilchenzahldichte n = o/m lautet die Massenbilanz (3.1)

a_n N onw;

= 0. (13.1)

Mit den Koordinaten 2 = {ct, :ri}A konnen wir sie schreiben als
ONA
dzA

wobei wir den Teilchendichte-Teilchenfluf-Vektor N4 definiert haben gem:fl

=0, (13.2)

NA = {ne,nv;}* (13.3)

Wir verlangen, daf3 (13.2) lorentzinvariant sein soll. Da /82" nach (H.12) ein 4-Vektor ist, muf3
dies auch fiir N4 gelten. Mit der Invarianten N4 N4 konnen wir schreiben (y = /1 — v2/ 0271)

NAN
NA =/ = A {e, v} = nprU. (13.4)

U =~ {c,v;}" (13.5)

Hier ist

die 4-Geschwindigkeit der Materie, d.h. die Geschwindigkeit eines Beobachters in einem Inerti-
alsystem, fiir den die Materie ruht. Fiir diesen Beobachter gilt U4 = {c, 0,0, O}A;

NAN,
c2

(13.6)

NLrR =

ist die Teilchenzahldichte, die er wahrnimmt. Der Index LR (Lokales Lorentz-Ruhesystem)

kennzeichnet im folgenden dieses Beobachtersystem. Damit lautet (13.2)

8HLRUA

dies ist eine Gleichung fiir die Unbekannten nyz, U4.

13.1.2 Kovarianz

Die kovariante Form der Teilchenzahlbilanz ist nicht ohne Subtilitit. Vom Vektor N4 wird
verlangt, daf er sich vom lokalen Inertialsystem X4 zum Beobachtersystem x4 transformiert
geméf [38]

oxt 4
OXB(x) '’

) ‘axc

ol bows (13.8)

(z)
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es folgt

{\GA = \/—gTLLR([])A (139)

(g ist die Determinante der Metrik g4Z). Aufgrund dieser Eigenschaft kommt man zu der

kovarianten Gleichung

(nLrU%) , =0 (13.10)
wihrend fiir den Vektor N in jedem Beobachtersystem die Gleichung
ON4
— = 13.11
orA 0 (13.11)

gilt. Mit N4 = {ne, nv;}* gilt also in jedem Beobachtersystem der Erhaltungssatz (13.1).

13.2 Energie-Impuls-Tensor

13.2.1 Lorentzinvarianz

Die Bilanzen fiir Impuls und Gesamtenergie (3.2, 3.3) lauten fiir ein Euler-Fluid (¢; = 0,
ti; = —pd;;) im klassischen Fall

aQ’Ui n 8 (Q’U’L'/Uj + p(S,])

= —P, 13.12
at axj Dpi ( )
8Q<u+§) 8<Q<u+§) vj—I—pvj) b 1313
o oz, - (13.13)
Diese beiden Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu
aTAB
—— =-p4 13.14
=P (13.14)

wenn wir den Energie-Impuls-Tensor 7% und den Produktionsvektor P4 identifizieren als

AB

r 2 2
) 2(e(er ) m)
TAB _ Q(“ z) e\ )Py , (13.15)
| COov; 0ViV; + Py
—lP A
PA = ;De (13.16)
Di

Gleichung (13.14) muf lorentzinvariant sein, d.h. 742 und P4 miissen 4-Tensoren sein. Im
klassischen Grenzfall (v < ¢) mul T48 sich auf die Form (13.15) reduzieren. Es stellt sich
heraus, da§ T42 dann folgende Gestalt haben muf [38]

1 1
T8 = (nLRmc2 + nLRu) EUAUB —-p (UAB - EUAUB> (13.17)
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(nP ist die Lorentz-Metrik). Wir definieren den Projektor
1

AAB — pAB _ EUAUB (13.18)
sowie die Gesamt-Energiedichte der Materie
e = nppmc® + npru (13.19)
und konnen schreiben )
T8 = egUAUB — pAAB, (13.20)
es gilt
A 1
T EUAUB = e, (13.21)
T*8Ape = —3p. (13.22)

Die letzten beiden Gleichungen folgen aus den Eigenschaften des Projektors
AU = 0
1
AABABC == HAC — EUAUC == AAC (1323)
AYBAgy = A, =3

13.2.2 Kovarianz

Die kovariante Energie-Impulsgleichung lautet
T48 5 = — P4 (13.24)

oder, mit der Definition der kovarianten Ableitung

oTAB

oF = —TA T8 — T8, 174¢ — pA, (13.25)

Energie und Impuls sind also keine Erhaltungsgréfien. Neben der Produktion P4 durch Wech-
selwirkung mit Strahlung gibt es noch Zufuhren von Energie und Impuls aufgrund des Gravi-

tationsfeldes (I'4, = 0 im gravitationsfreien Fall).

Die Zerlegung (13.20) behiilt ihre Giiltigkeit, wenn nur der Projektor umdefiniert wird als
1
AP = g1 — —UAUP. (13.26)
c

Ergénzt um Zustandsgleichungen fiir p = p(ngg,T) und v = u (ngg,T") haben wir in (13.10,
13.24) mit (13.20) fiinf Gleichungen fiir die fiinf Variablen Temperatur 7', Teilchenzahldichte
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nrr und Geschwindigkeit U4. Man beachte, dal U4 wegen UAU4 = ¢? nur drei unabhiingige

Komponenten hat. Die Temperatur 1" wird per Definition im Ruhesystem gemessen.

Diese Gleichungen bilden erst zusammen mit den Gleichungen der Strahlungsthermodynamik
ein geschlossenes Gleichungssystem, denn es tritt in ihnen noch der Produktionsvektor P4 auf.

Diesen werden wir aus der Strahlungsthermodynamik bestimmen.



Kapitel 14

Kovariante Gleichungen fiir die

Strahlung

14.1 Strahlungs-Transport-Gleichung

14.1.1 Lorentzinvarianz

Die Strahlungs-Transport-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion f(¢,x;, k;) hatten wir im Ru-

hesystem der Materie formuliert. Wir kénnen sie schreiben als

of of  k
kg ki = IS, (14.1)

hier werden alle Gréflen im Ruhesystem gemessen. Mit dem 4-Impuls der Photonen

p* = {hk, hk;}* (14.2)

of (P
(r5), = (%), (143

Die Verteilungsfunktion f(z#,p’) ist ein invarianter Skalar [9][23][34]', p* ist ein 4-Vektor;

damit ist die linke Seite dieser Gleichung ein lorentzinvarianter Skalar. Dies trifft dann auch fiir

erhalten wir

die rechte Seite zu, d.h. der Produktionsterm ist invariant?. Die lorentzinvariante Strahlungs-

of (po )

B

pP—— = (=8 ) (14.4)
oxB c IR

! Tatssichlich wird f so definiert, dafl es sich um einen Skalar handelt. Eine abweichende Meinung wird von

Transport-Gleichung lautet also

OxENIUS [40] vertreten.
2Jede in einem bestimmten System gemessene GroBe ist eine Invariante.



14.1. STRAHLUNGS-TRANSPORT-GLEICHUNG 89

Da wir den Produktionsterm stets im Ruhesystem auswerten werden, ist diese Darstellung

ausreichend.
Man darf sich nicht daran storen, daf§ das lokale Ruhesystem hier ausgezeichnet ist. Es spielt

eine besondere Rolle, weil dort die Gleichgewichtsverteilung isotrop (und gleich der Planck-
Verteilung) ist.

14.1.2 Kovarianz

Mit der Bewegungsgleichung fiir ein wechselwirkungsfreies Photon (H.37),

d?zB

=0 14.5
dA2 ( )
und der Definition des 4-Impulses (H.38)
dzB
B_ 14.6
Pe= (14.6)

(X ist ein geeigneter Bahnparameter) konnen wir (14.4) schreiben als

af — (1°
(L) o

Wir verlangen die Giiltigkeit dieser Gleichung auch in Anwesenheit eines Gravitationsfeldes.
Dann lautet aber die Bewegungsgleichung (H.40)
dp*

und wir erhalten die Strahlungs-Transport-Gleichung als®

of _ (¥
B k . B C
g— 1 —=(=S : 14.9
p° B BcP D apF < c . ( )
Der invariante Produktionsterm wird im lokalen Lorentz-Ruhe-System der Materie gemessen.
Da wir ihn immer in diesem System auswerten werden, benttigen wir fiir ihn keine Darstellung

durch Gréflen in anderen Systemen.

Die hier prisentierte ” Ableitung” der kovarianten Strahlungs-Transport-Gleichung rechtfertigt
sich durch das richtige Ergebnis. Die strenge Begriindung von (14.9) findet sich in den Arbeiten
von CHERNIKOV [9][10][11] und MARLE [34].

3Es gilt 0f/0z4 = f.a.
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14.2 Momente

14.2.1 Zerlegung von p*

Wir suchen nun nach der relativistischen Verallgemeinerung der in den ersten Teilen dieser
Arbeit definierten Momente der Verteilungsfunktion. Dazu benétigen wir eine Zerlegung des

Photon-4-Impulses in einen Anteil parallel zu U4 und einen dazu senkrechten Anteil,

1
Ao (—UA N LA) . (14.10)
c
Es soll gelten
LAU, =0 (14.11)
und es folgt
A
a="2 SA =0 (14.12)

denn im momentanen Lorentz-Ruhesystem gilt Uz, = {c, 0,0, O}A. Der Vektor LA hat aufgrund
(14.11) im Ruhesystem keine Zeitkomponente, L4, = {O, LiLR}A. Wir erhalten also fiir den
4-Impuls im Ruhesystem (14.2)

A
pir = Pie {1, LI} = hk{1,n,}". (14.13)

Wir schlieflen, daf der Vektor L4 im Ruhesystem gleich dem Richtungsvektor n; ist, er ist also

seine kovariante Verallgemeinerung. Es gilt
AL, = -1, (14.14)

p*ALC = p)LLC (14.15)

14.2.2 Vollstéindige Momente

In Anlehnung an ANDERSON&SPIEGEL [2] definieren wir vollstindige Momente geméf (dP =
/=g d®p/po ist das invariante Impulsraumelement, vergl. (H.65))

Ay = / (W)™ pMpt - p faP, (14.16)

Da f eine Invariante ist*, handelt es sich bei den A#1424A~ gelbstverstindlich um 4-Tensoren.

Diese haben folgende Eigenschaften:

Af1A2A-~AN_2AN—1AN71 — O7 (1417)
1
SAM A AN, = AfAr AN (14.18)
C

*In diesem Teil der Arbeit folgen wir der Definition (1.9) der Verteilungsfunktion.
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Die vollstéindigen Momente AZ142+4

(N + 1) unabhiingige Elemente.

» sind symmetrische spurfreie 4-Tensoren, daher haben sie

14.2.3 Energie-Impuls-Tensor

Der Energie-Impuls-Tensor der Strahlung ist gegeben durch
T4 = cAPP = ¢ / ppP fdP. (14.19)

Dieser Zusammenhang ergibt sich ganz natiirlich in Lorentzsystemen, wenn py = p° und p? =
{E/c,p;}* in Betracht gezogen wird: T% = [ Efd®p ist die Energiedichte, ¢T% = ¢ [ p; fd*p
der Energieflu, 7% = [ p; fd®p die Impulsdichte und 79 = [ pi% fd3p ist der Impulsfluf.
Aufgrund von (14.18) ist der Energie-Impuls-Tensor in den Momenten A'4274y (N > 2)
enthalten.

14.2.4 Projizierte spurfreie Momente

T —

Mit der Zerlegung (14.10) lautet die lorentzinvariante Verallgemeinerung der Momente uj . ; =

[kng, -, f dk
MAv-An = / (P%R)TH LA ... LA fdP. (14.20)

Im Ruhe-Lorentz-System gilt
(Mmoo = Hruj (14.21)

r i1 erin ?

alle anderen Komponeten (min. ein Index gleich 0) verschwinden im Ruhesystem.

Die MA1+4n haben folgende Eigenschaften:
MA-Angr, = 0, (14.22)

MTA1~~~An72An71A — _MflwAn*?_ (14.23)

n—1

Aufgrund der ersten Eigenschaft (14.22) spricht man von projizierten Momenten [49]: die
MAr+4n haben keinen Anteil in Richtung von U4. Aufgrund der zweiten Eigenschaft sind
nur die spurfreien Anteile der MA1A» voneinander unabhingig: es geniigt, die spurfreien An-
teile My u betrachten (vergl. (4.3)). Im Ruhesystem sind die M** " symmetrische

spurfreie 3-Tensoren, daher haben sie (2n + 1) unabhéingige Elemente.
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Mit Hilfe von (14.10) kénnen wir die vollstéindigen Momente (14.16) zerlegen geméf3

N
AA1Az-An Z <N> Nl kM(ALnAk UAk+1 ... [JAN), (14.24)
r k)cN=FkT
k=0

Mit Hilfe von (C.12) konnen wir weiterhin die projizierten Momente durch die projizierten

spurfreien Momente ausdriicken,

I3l
MAAn = ank F(AMA L AdaeorAa N AzkAn) (P Terme)) . (14.25)

Mit (14.24, 14.25) lassen sich die A41424~ durch die M4 darstellen. Die projizierten
spurfreien Momente konnen aus den vollstéindigen Momenten mittels der folgenden Vorschrift

bestimmt werden:

1 1
M<Bl AAI ANA .. AAk Bk) EUAk+1 e EUAN (14.26)

14.3 Momentengleichungen fiir die Strahlung

14.3.1 Vollstéindige Momente

Multiplikation der Strahlungs-Transport-Gleichung mit (pOLR)TfN pAipAz .. -pAN‘é—;_g und an-
schlieflende Integration iiber d®p liefert die Gleichungen fiir die vollstéindigen Momente. Mit
einigen partiellen Integrationen und mit (In/=g)., = '}, sowie der Identitit (H.66) erhalten
wir

Az ANE o g (N — ) Aj‘lAZ'“ANBD%UB;D = plrdaran, (14.27)

Hier haben wir den Produktionstensor PA142A~ definiert durch

0
pAA-Ay _ / (p%R)r—NpAlpAz...pAN (%3) dP. (14.28)
LR

14.3.2 Projizierte spurfreie Momente

Die kompakten Gleichungen (14.27) sind von bestechender Eleganz. Allerdings sind sie fiir

konkrete Berechnungen nicht geeignet. Hierfiir wihlt man besser Gleichungen fiir die MAAn

Multiplikation von (14.27) fir N = n mit Ay, ¥1-.- A, B und liefert nach einer lingeren
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Rechnung
DMéBl...Bn) +VCMT§B1...Bn>C+
+1DUp (n — 1 — 1) MBI pgDBu N fiFeBnd) o 1y (B pp e B”>>D} -
HVeUp  q(n—r) MEP PP o N PP gOD g <BIM<32 Bl (14.29)
+n%U<Bl MﬁBgl..Bn»CD}
_ piBiBa)

Der Produktionstensor ist gegeben durch

0
PBurBn) — Ny B Ay BrpAredn / (p)p) LB LB (p—s> dP.  (14.30)
¢ JLr
Die Abkiirzungen D und V¢ sind definiert wie folgt:
1
DV = EU%;C , Vol =AU, (14.31)
Es gilt
1
Vo= EU(;D\IJ + VU, (14.32)
im Ruhesystem reduzieren diese Groflen sich auf die Zeit- bzw. Ortsableitung,
ov ov
DV 1\ . 14.
(DW= G+ (TeWe = {055} (1433)

Die Gleichungen (14.29) sind noch nicht fiir die vollstéindig spurfreien Momente formuliert. Dies
gelingt mit Hilfe der Beziehungen (C.21)

M(B1--Bn)C _ pr(B1..BnC) _ n MUB1.-Bn-1) A Bn)C (14.34)
T T 2n +1 '
M(Br-B)CD  _  (B1BCD) _ _n <M<D<Bl...Bn,1>ABn e M<C<Bl~~-anl>ABn>D> X
T - r 2n+3 r
1 (B1...Bn) A CD n( C(B (B2...Bp— B,)D
_2n+3M’" ' A7+ (2n+1 (2n 1) A 1M . ! A

(14.35)
Wir verzichten hier darauf, diese beiden Identitéiten in (14.29) zu verwenden. Die Gleichungen
wurden fiir den Fall 7 = 1 erstmals von THORNE aufgestellt [49], dort sind sie vollstéindig

angegeben.

Die Gleichungen (14.29) fiir n =0,1,..., N sind dquivalent zu (14.27).

14.4 Das Abschluf3iproblem

Wir haben mit (14.27) bzw. (14.29) (N + 1)* Gleichungen fiir die (N + 3)? unabhéingigen Ele-

mente von A14zANBD - qlso fiir MM p =01, N +2.
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Zum Abschluf der Gleichungssysteme benstigen wir Gleichungen fiir die Produktionen PAr4n
bzw. PS4 sowie weitere (4N + 8) Zustandsgleichungen.

Letztere erhalten wir, indem wir die spurfreien Momente mit den hichsten Indexzahlen zu Null

setzen,
M;Al...ANB> 0

\AxED) _ (14:36)

Da ein projizierter spurfreier Tensor n-ter Stufe (2n + 1) unabhéngige Elemente besitzt, haben

wir hier gerade die gesuchte Zahl von Materialgleichungen gefunden.

Dieses Vorgehen entspricht unserer bisherigen Argumentation: Die spurfreien Momente mit
hohen Indexzahlen n beschreiben einen hohen Grad der Anisotropie (im Ruhesystem). Wéh-
len wir N grofl genug, so ist die Anisotropie durch die Momente MfAl”'A”,n =0,1,...,N

hinreichend beschrieben und héhere Momente kéonnen vernachléssigt werden.

Was bleibt ist die Berechnung der Produktionen. Die Produktionen PA1~4 kénnen analog zu
(14.24, 14.25) durch die Produktionen PP dargestellt werden,

Y /NN 1
,P;41...An _ Z ( k) g P;Al.uAk UAk+1 .. UAN). (1437)
k=0
I3l
P;41A..An _ an,k (_1>k (AA]_AQ o AA2k71A2kPT<A2k+1‘“An> + ... (Pnk Terme)) . (1438)
k=0

Unser Ziel ist jetzt die Bereitstellung von Gleichungen, die die PP quf die M4

zuriickfithren.

14.5 Entropie

Tatséchlich werden wir bei der Berechnung der Produktionen auf unsere bisherigen Ergebnisse
zuriickgreifen konnen. Dafl dies so ist, zeigen wir, indem wir das Entropiemaximumprinzip

kovariant formulieren.

Wir definieren den Entropie-4-Vektor gemif3

SA = —ch/pA {flng —(y+ f)In (1 + 5)} dP. (14.39)
Man beachte, dafl bei der jetztigen Definition der Verteilungsfunktion gilt

(14.40)
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Aus (14.39) erhalten wir mit der Strahlungs-Transport-Gleichung die kovariante Entropiebilanz
SA 4 =02>0. (14.41)

o ist die (invariante) Entropieproduktion,

1 p°
o= —k:Bc/ln J —S dP. (14.42)
¥ +1 C LR

h = C%SAU 4 ist die Entropiedichte im Ruhesystem. Das Entropiemaximumprinzip verlangt,
An)

. A . . . .
dafl h bei vorgegebenen Werten der MM ein Maximum annimmt. Wie zuvor machen

wir uns von den Nebenbedingungen durch Lagrange-Multiplikatoren frei und haben dann den

folgenden Ausdruck beziiglich f zu maximieren
0 f f
—kp | pigp |fIn e (y+f)In(1+ " dP — (14.43)
r r+1 " A
S A | f ) L0 = g

Es folgt fiir die maximierte Verteilungsfunktion

Y T r (AL An

f ist invariant, insbesondere kénnen wir f im LR aufschreiben. Mit p? , = hk, L4, = n; folgt

Zh’" I T (14.45)

Dies entspricht gerade unserem alten Ergebnis (5.11), wenn wir nur die Lagrange-Multiplika-

toren durch hTA’Zil”'in> ersetzen.

14.6 Produktionen

Aufgrund des letzten Ergebnisses konnen wir unsere bisherigen Ergebnisse fiir die Berechnung
der Produktionen verwenden. Fiir die Produktionen im Ruhesystem erhalten wir eine Folge

von Schliissen:

(PT(BL..BTL)) (1£>0) (f (p%R)T L(Bi... LB">%SdP>
LR

(14.13) h
= Wy [ kg, i) e SdPp
(46) r T
= h IPll ’Ln) (14.46)
(Kap_,6.2) rl S 7
= —h Ezs:@rs <u<i1-~in> - “<i1~"in>|E>
(14.21)

et (P )
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Die letzte Identitét ist eine invariante Gleichung zwischen 4-Tensoren. Wir schlieflen

T S

1
i) Y pr-rle, (e s )
- c
Aufgrund der Unterschiede zwischen Streu- und Absorptionsprozessen, fiir Streuung gilt P, = 0,
kénnen wir fiir die Produktionen PA142A~ keine einfache zusammenfassende Formel schreiben.

Falls jedoch Streuprozesse zu vernachliissigen sind gilt

1
pArdz-An —fo"—sz@m (AfhAzAn _ gfhideAn o) (14.48)

S

Die Werte der Momente im Gleichgewicht, MﬁBl"'B">| g, folgen aus (14.21, 5.19, 5.20) und der
Neudefinition (14.40),

I{TBT r+3

M;B1...Bn>‘E — O’ (1450)

Mit (14.36, 14.47) haben wir die gesuchten Zustandsgleichungen gefunden. Damit sind die
Gleichungssysteme (14.28) bzw. (14.29) geschlossen.

Wir haben also auch hier fiir die Gleichungen mit verschiedenem Index r eine Kopplung iiber
die rechten Seiten, die Produktionen, vorliegen.

Wir werden die kovarianten Momentengleichungen in dieser Arbeit nicht weiter untersuchen.
Fiir einen Beobachter im Ruhesystem reduzieren sie sich auf die von uns in den ersten Teilen
dieser Arbeit untersuchten Gleichungen, falls die Materiegeschwindigkeit konstant in Zeit und
Raum ist. Die Aussagen iiber die notwendige Zahl der Momente bleiben auch fiir die kovarianten

Momentengleichungen bestehen.

14.7 Der Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten

Hiufig ist die Geschwindigkeit der Materie fiir einen Beobachter im Laborsystem klein gegen
die Lichtgeschwindigkeit. Wir wollen die Momentengleichungen fiir einen Beobachter im La-
borsystem fiir diesen Fall aufstellen. Dabei vernachlissigen wir den Einflu der Gravitation,
haben also eine Lorentz-Transformation vom lokalen Ruhesystem in das Laborsystem vorzu-

nehmen. Unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O (’é—j) gelten im Laborsystem
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folgende Zusammenhinge:

Ut = {cu} (14.51)
Us = {c,—v} (14.52)
1 /0¥ ov
DV = —(— — 14.
c <8t +Uk8xk) (14.53)
vy OU 0 1 0oV
UV = {—— — + —v;— 14.54
Ve { c 0ck Bzt | 2 ot } ( )
1 1 Ov;
-D = — 14.
- Ui {O, 29 } (14.55)
1 0 0,
-VeUp = { Jl . } (14.56)
¢ 0" _Zax3
Weiterhin sieht der Beobachter im Laborsystem den Vektor L4 als
A Yl
A= {—nl,nk} (14.57)
c

wobei ng den Richtungsvektor im Ruhesystem bezeichnet. Damit kénnen die Momente fiir den

Beobachter im Laborsystem durch die Momente im Ruhesystem dargestellt werden:

ME = Wy (14.58)
quil..-inﬂc _ hruzil---mk (14.59)
M0 hru?iy"in)k‘v_ck (14.60)
Mrgil...mkl _ hru?i1~~~z‘n>kl (14.61)
Miin)00 @(%j) (14.62)

Diese Darstellungen setzen wir in (14.29) ein, wobei wir nur die Raumkomponenten betrachten,

also By = iy setzen. Es folgt

ou, . 0 v vy,
(i1--in) r T r k (i1 r
alt + axk (U<i1,_,in>vk + Cu<i1,,_in>k) + (T — 77/) U<i1,,_in>kl a_gjl —+ n_gxkl U221n>k
ou’. . 10 1 Ovy;
Uk (i1--in)k r Uk (i1
+—C —at + (T‘ +1-— TL) U<il,,.in>kz—at + nz—at ui2,_,in> (1463)

T v2

Die Wiy sind die im lokalen Ruhesystem gemessenen Momente, die wir auch in den ersten

Teilen dieser Arbeit verwendet haben. Unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O (%)
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erhalten wir die in den ersten Teilen dieser Arbeit ausfiihrlich diskutierten Gleichungen®,

ouy. . oul, .
<11""ln> <Zl"'ln>k " v
— Pl 4O (_> 14.64
TR (i) T O 2 (14.64)
Durch einige elementare Umformungen erhélt (14.63) Bilanzgleichungscharakter,
Amir il gl ik - v?
: . =piin) + O | = 14.65
ot e Oxy, Pr * (02) ( )
mit
i1+in r r Uk Uiy
1 (i1++0n) r r Uk U<’i1 r
ﬁpr = P(z'l-nin) +(r—mn) P(ilmin)k? +n - Pz'QA--m (14.67)

Die Bedeutung dieser Gréflien wird im néchsten Abschnitt diskutiert.

14.8 Momente im Laborsystem

Durch die Wahl der Momente (14.16, 14.20) wurde das lokale Ruhesystem ausgezeichnet, da wir
den 4-Impuls beziiglich dieses Systems zerlegt haben (14.10). Diese Auszeichnung rechtfertigt
sich dadurch, daf} die Produktionen (14.30) von grotmoglicher Einfachheit sind.

Allerdings hat man auch die Moglichkeit, durch die Wahl der Momente ein anderes System
auszuzeichnen. Als Beispiel betrachten wir das Laborsystem (LS) mit der konstanten 4-

Geschwindigkeit V4. Den Impuls zerlegen wir gem:ifl

A o (14 A 0 Va4
Pt =g ZV + N* | mit p;g = , N*V4 =0 (14.68)
und wir definieren Momente und Produktionen durch
s / (0g) " N N P, (14.69)
0
pBroBr = / (phg) NPBr... NBw (p—s> dP. (14.70)
¢ JLr
Bei den Produktionen ist darauf zu achten, dafl der Ausdruck <%S> durch die Gréflen im
LR
Laborsystem dargestellt werden muf3. Dies gelingt mit den Zusammenhéingen
AU 06 (1
Prr = P4 _Dis (—VAUA + NAUA) ; (14.71)
c c \c
41 VA4 NA 1
A= B Cyao e — ——U* (14.72)

SDiese erhalten wir natiirlich auch aus (14.29), wenn U4 = const. gilt und wir (14.29) fiir einen Beobachter

im Ruhesystem formulieren.
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Es ist deutlich, dal der Produktionsterm hiermit wesentlich komplizierter auszuwerten ist,
insbesondere da im Nenner von (14.72) der Ausbreitungsvektor im Laborsystem, N4, auftritt.
Aus demselben Grund ist es nicht moglich, einen Zusammenhang zwischen den Momenten
M) and m A" 2 finden.

Die Momentengleichungen ergeben sich wie vorher, wenn nur stets U4 durch V4 ersetzt wird.

Insbesondere lauten sie fiir den Beobachter im Laborsystem (V4 = {c,0,0,0}),

8m7<,112n> 8m§211n>k -
ST - — plirin) (14.73)

die Gleichungen mit Indizes By = 0 sind identisch erfiillt.

Nur fiir den Grenzfall kleiner Materiegeschwindigkeit konnen die mi™ " p! ™ durch die

Momente und Produktionen im lokalen Ruhesystem uy;

Gireriny Pliy iy aUsgedriickt werden. Es

gilt fiir diesen Grenzfall

2

(Y v
e = Digp (1 + E"l> + 0 (?) (14.74)

n; + U U2
Niy = {0 c (o) = 14.75
- ot o(2) s

und aus (14.69, 14.70) folgt
$1in r (% V4 r
ﬁmil s = Wiy T (1 + 1 —m)up, " +n <Cl i) (14.76)
v i

hrpfnll ’Ln>|LS = P(Zlh) + (7" — n) P(lenﬂﬂzk +n < ! PZ2 “in) (1477)

Der Vergleich von (14.73, 14.76, 14.77) mit (14.65-14.67) zeigt die vollstindige Ubereinstim-
mung. Bei diesen Gleichungen handelt es sich also im Rahmen der Néherung um die Momenten-
gleichungen fiir den Laborbeobachter. Interessant sind vor allem die Bilanzen von Energie cm;

und Impuls m}. Sie lauten zunéchst, ausgedriickt durch die MeBgrofien im lokalen Ruhesystem
(4.4, 4.6)°,

0 4
a (6 + 2pk11k) + 87 <c2pk + §€Uk + N(lkm) = Pe + Ppkﬂk (1478)
k

0 4 v 0 1
8t (pz + 36 st N2k> ) + % (N(Z‘m + —eéik + QU(ipk)) = Ppi (14.79)
6Zur Erinnerung: die Grofien sind definiert wie folgt e = hcul,p; = hul, N (i) = hcubM,Pe = hcP', P, =

hP!.

Die Produktion in der Impulsbilanz lautet eigentlich P,, = P,, + P.v;/c*>. Der zweite Term ist jedoch

vernachléssigbar. Zum Beweis bilden wir P,,v; = P, v; + P.v?/c?. Der Vergleich mit der Energieproduktion
Pe = P. + Pp,v; zeigt, dafi dieser Term vernachléssigbar ist.
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Die Wahl der Momente AZ142AN bz, M40 ist in der relativistischen kinetischen Theorie atomarer Gase

nicht iiblich. Hier verwendet man nur die Momente, siche z.B. [11],
AfAsAx _ /pAlpAa . pAN fdP (14.80)

Hier entfillt also die Auszeichnung eines bestimmten Beobachtersystems. Allerdings ist auch fiir atomare Gase

das Ruhesystem von besonderer Bedeutung, z.B. wird die Temperatur dort gemessen.

Die Auswahl der Momente fiir die Strahlungstheorie ergab sich ganz von selbst aus dem Studium der Gleichungen
im lokalen Ruhesystem der Materie. Die Giite der auf den Momenten MA14» aufgebauten Theorie wurde in
den ersten Teilen der vorliegenden Arbeit belegt.

Da die kinetische Theorie atomarer Gase dem gleichen Schema folgt, wire es moglich, ja sogar naheliegend,
die von uns fiir die Strahlung gewiihlten Momente A#142 AN bzw, MA1+An in der Theorie atomarer Gase zu
verwenden. Es wire interessant die Implikationen dieser Wahl, insbesondere den Ubergang zum klassischen

Grenzfall, zu studieren”. In dieser Arbeit kann darauf jedoch nicht niiher eingegeangen werden.

14.9 Feldgleichungen fiir lokales Strahlungsgleichgewicht

Wir betrachten die Gleichungen (14.78, 14.79) fiir den Fall des lokalen Strahlungsgleichgewich-

tes. Dann diirfen wir auf den linken Seiten setzen e = ep = aT*, p; = 0, Ngry = 0 und

erhalten
Oe 4 Oejgv
5t 3o = Dt e (14.81)
41 8€|E’Ui 1 ae‘E
5@ o T3on 7 (1482)
In der zweiten Gleichung kénnen wir den Ausdruck %c%% als klein vernachléssigen,
1 Oe E
3 a;l«- =P,, (14.83)

die Impulsproduktion ist gleich dem Gradienten des Strahlungsdruckes. Mit dieser Gleichung

erhalten wir aus (14.81) fiir die Energieproduktion

86‘}5 8e‘Evk €‘E avk
TR _p - 14.84
ot | oz, | 3 0w (14.84)

"Es sei darauf hingewiesen, da8 fiir die Photonen ein klassischer Grenzfall nicht existiert, da diese sich stets

mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Wir hatten den Grenzfall kleiner Materiegeschwindigkeit als klassischen
Grenzfall bezeichnet.
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Wir erinnern die klassischen Gleichungen fiir die Materie (3.1, 3.2, 3.3),

do  Oouy
— =0 14.85
ot 81Ek ’ ( )
dovi | Dovivg — Ly
— ofi—P,, 14.86
dou  Oouvy + qi O
= typ— — P.. 14.87
ot " ou * Dy (14.87)
Die Eliminierung von r und P, liefert die Gleichungen fiir den Fall des lokalen Strahlungs-
gleichgewichtes,
do . Doy,
’e — 0
at " ’
dov;  Oovivy — tix + 2e el
= i 14.88
5 T e of (14.88)
dou + e 8(gu+e|E) Uk + G 1 ov;
— tz — = (51 -
o o, kT30 | B
Zusammen mit den Materialgleichungen fiir u (o, T),¢;,t;; und mit ey = aT* ist dies ein

geschlossenes Feldgleichungssystem fiir die Variablen g, v;, T



Kapitel 15

Die nichtlineare 4-Feld-Theorie

Neben der in dieser Arbeit vorgestellten Momentenmethode mit einer grofien Zahl von Momen-
ten wurden in den letzten Jahren neue Theorien entwickelt, die nur die Momentengleichungen

fiir Energie und Impuls in Betracht ziehen, also die Gleichungen (4.7, 4.8)

de = ,0p,
E C a—xk = Pe; (151)
Op; . ONy

= P,. 15.2
at + 8xk pi ( g )

In diesen neueren Theorien werden fiir den Photonen-Drucktensor N;; auf verschiedenem Wege
nichtlineare Materialgleichungen Ny (e, p;) bestimmt, mit dem Ziel, die Strahlung im Nicht-
gleichgewicht zu beschreiben [25][30][31].

In diesem Kapitel wollen wir uns mit einer auf dem Entropiemaximumprinzip beruhenden Theo-
rie kritisch auseinandersetzen. Die Gleichungen dieser Theorie wurden erstmalig von LARECKI
in der kinetischen Theorie der Phononen abgeleitet [29]. Andere Autoren konnten die Gleichun-
gen aus der phénomenologischen Erweiterten Thermodynamik gewinnen [3][28][37]. Sie lassen
sich aber auch aus einigen Betrachtungen im Rahmen der Relativitéitstheorie gewinnen. Aus

diesem Grunde konnen wir sie erst an dieser Stelle dikutieren.

Wir werden die Gleichungen auf zwei verschiedenen Wegen ableiten und sie kritisch diskutieren.
Dabei beschriinken wir uns auf die Berechnung von N;;, die Produktionen betrachten wir an
dieser Stelle nicht.
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15.1 Der Eddington-Faktor

Das Ziel ist es, eine Materialgleichung fiir den Drucktensor

Ny, = /hcknmkf dk (15.3)

als Funktion von den Variablen
e = /hckf dk (15.4)
p = / Bk f di (15.5)

zu berechnen. Aus Darstellungssitzen folgt, dal V;;, von der Form
N, = by (e,p2) ik + bo (e,p2) DiPk (15.6)

sein mufl. Wegen Ny, = e sind die Koeffizienten b; und b, nicht voneinander unabhingig, es

muf} gelten
€ — 3b1
by = . 15.7
2= 3 (15.7)
Der Eddington-Faktor x(e, p?) wird definiert durch

by  1—x
- =—= 15.8
e 2 ( )
und es folgt die Darstellung des Drucktensors
1 —Xx 3X — 1 pipk
k=€ < 5 Ok + 2 P (15.9)

Die Bestimmung der Materialgleichung fiir N;; verlangt also die Berechnung des Eddington-

Faktors. Fiir isotrope Strahlung muf offenbar gelten y = 1/3.

15.2 Entropiemaximumprinzip

Wir konnen N, in der gewiinschten Weise berechnen, wenn wir nur die Verteilungsfunktion in
der Form f (e (z;,t), p; (x5, 1) , k;) kennen. Diese erhalten wir aus dem Entropiemaximumprinzip
durch Maximierung der Entropiedichte unter vorgegebenen Werten von e und pg. Von den
Nebenbedingungen machen wir uns wieder mittels Lagrange-Multiplikatoren A, und A, frei

und maximieren den Ausdruck

—kB/ [flng—( —|—f)ln<1—|—§)} dk — A, (/hckfdk—e) — A, (/hknifdk—p,-)

(15.10)
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beziiglich f ohne Nebenbedingungen. Die gesuchte Verteilungsfunktion ergibt sich zu

Y . _  hck
= —= t == Ae+=Ay,n; | . 15.11
/ exp= —1 m k3< * p’n) (15.11)
Aus (15.4, 15.5) folgt mit dieser Verteilungsfunktion ein Zusammenhang zwischen den Variablen

und den Lagrangemultiplikatoren (a ist die Strahlungskonstante)

3AZ + A2
(Ae_c_QApi)
4 AN,
pi = —ag—— (15.13)

Y 3
(A2 EA)
Aus (15.3, 15.11) folgt der Eddington-Faktor als Funktion der Lagrange-Multiplikatoren,

A2+3 A2

T A2 . (15.14)

X =
Fiir die Diskussion benéttigen wir auch die Entropie. Sie lautet, ausgedriickt in den Lagrange-
Multiplikatoren (vergl. 5.32),

4 4 A,
h - = (Aee + Aplpz) = —

3 3&(1\3_—0%1\%)2. (1515)

Jetzt miissen aus den letzten vier Gleichungen die Lagrange-Multiplikatoren eliminiert werden.

Man iiberpriift leicht, daf} fiir den Eddington-Faktor gelten mufl

5 4 3 c2p?
— S _ 1222 15.16
X=3-3 1 (15.16)
die Entropie ergibt sich zu
4 ra\1/4 334
h=s (E) esmm (8- 0" (1 - " (15.17)

15.3 Diskussion

Der betrachteten Theorie schreiben die Autoren die Fihigkeit zu, das gesamte Verhalten der
Strahlung zwischen Gleichgewicht und Freistrahl zu beschreiben. Wir wollen die beiden Grenz-
fille betrachten.

Im Gleichgewicht gilt p; = 0; dann gilt x = 1/3 und die Materialgleichung fiir den Drucktensor
reduziert sich auf das bekannte Ergebnis

Nix = gék (15.18)



15.4. RELATIVISTISCHE BETRACHTUNG 105

Fiir die Entropie im Gleichgewicht erhalten wir mit e = a7

a4 4
h—= (—) — ZaT?, 15.19
) e=j3a (15.19)

auch dieses Ergebnis ist uns bekannt.

Fiir den Freistrahl hingegen gilt cp; = en;, wo n; der allen Photonen gemeinsame Richtunsvektor
ist. Dann gilt y = 1 und
N;i. = en;ng. (15.20)

Da die Produktionen fiir einen Freistrahl verschwinden miissen, reduzieren sich Energie und

Impulsbilanz auf eine Gleichung

Oe deny,
— = 15.21
5 +c o 0, (15.21)

die in der Tat die Ausbreitung der Energie in Richtung n; mit Lichtgeschwindigkeit beschreibt.

Die Entropie des Freistrahles allerdings ergibt sich zu
h = 0. (15.22)

Dieses Resultat steht im Widerspruch zu unserem Ergebnis fiir die Entropie eines Sonnenstrah-

les (10.9), die nicht verschwindet,
4 e

Die vorgestellte Theorie ist also nicht in der Lage einen Sonnenstrahl zu beschreiben. Es bleibt

h (15.23)

die Frage, was fiir ein Freistrahl es ist, den die Theorie beschreibt.

15.4 Relativistische Betrachtung

Die folgende Betrachtung geht auf eine Bemerkung von LEVERMORE zuriick, der bemerkt, dafl
der oben berechnete Eddington-Faktor sich ergibt, wenn die Strahlung in einem Beobachtersy-

stem isotrop ist [30]. Wir betrachten den Energie-Impuls-Tensor der Strahlung
TAB = ¢ / ppP fdP, mit T4, = 0. (15.24)
Diesen zerlegen wir mit zwei verschiedenen Beobachtergeschwindigkeiten U4, V4 gemaf
1
T4 — ZUAUP 4 - (FAUP + FPUA) + PA5 (15.25)
c c
E
T48 = EVAVB + PP (15.26)

mit
FAU, =0, P#PUs =0, PPV =0 (15.27)
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Die Bedeutung der Groflen ist wie folgt: e bzw. E sind die Energiedichten, die ein sich mit
U4 bzw. VA bewegender Beobachter mifit, P/ und P{® sind die Drucktensoren, die diese
Beobachter wahrnehmen. %F 4 ist die vom Beobachter U4 gemessene Photonen-Impulsdichte,
wihrend sich der Beobachter V4 gerade so bewegen soll, daf er keinen Impuls mifit (Landau-
Lifschitz-Geschwindigkeit [23]).

Wir suchen nun Materialgleichungen fiir die Drucktensoren in der Form
PP (e, FC,U), PPP(E,0,V°) (15.28)

Unter Beriicksichtigung von (15.24), und (15.27) zeigt man, dafl gelten muf}

~1 3x — 1 FAFP
PAB = oX—-p4B_ 15.2
v e( 2 2 FOF. (15.29)
E
P = —gA(}B (15.30)

Der Eddington-Faktor in (15.29) ist eine Funktion der Invarianten e, FAF4. Die Projektoren

sind definiert gemif3

1 1
AP = g"P = SUAUP, AYP = gt — VAV (15.31)
Fiir den Beobachter, fiir den gilt U4 = {¢,0,0,0}, reduziert sich (15.29) auf die Gleichung
(15.9), wenn man setzt (P7) = N;; und beachtet, daB gilt (AY); 5y = —6ij, (FY) pry =
cp;i, FCFo = —c?p?.

LRU

Mit (15.25, 15.29) bzw. (15.26, 15.30) haben wir zwei Darstellungen fiir den Energie-Impuls-
Tensor gefunden. Gleichsetzen erlaubt die Berechnung des Eddington-Faktors. Mit der Abkiir-
zung
1
T = EVAUA (15.32)

ergeben sich durch Multiplikation von T4Z mit C%U WUp bzw. A€ BC%U 4 und Gleichsetzen der

Ausdriicke die Zusammenhénge

E
e = §(4T2—1) (15.33)
F¢ = %ET (EVC—TEUC) (15.34)
C C

C 21 _ ~2
Ffo _ 167°d TQ) (15.35)
e (472 —1)

Multiplikation von 74P mit F4Fp liefert unter Verwendung der letzten Beziehungen den

Eddington-Faktor als
472 -3
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Mit (15.35) zeigt man leicht, dafl dieser dann lautet

5 4 3 FCFq
=—-—-\/1+- 15.37
XT3T3V e (15.37)
das stimmt mit (15.16) iiberein. Fiir die Diskussion bendtigen wir noch zwei weitere Zusam-
menhénge,
3
E = 3¢ (1—x) (15.38)
1
Ve = —— (U° +¢BL") (15.39)
1- 3
dabei wurde definiert
3x —1
= 15.40
8= 5 (15.40

F¢ = /—-FPFpL® (15.41)

Der Vektor LE gibt die Richtung des Impulses an. Fiir den Beobachter mit U4 = {¢,0,0,0}"
gilt LC = {O,pi/1 /pkpk}c = {0, li}c, fiir ihn gilt
1

V1—732

Ve = {c,cB1;}° (15.42)

15.5 Kritik

Mit den Betrachtungen des letzten Abschnittes haben wir also dasselbe Ergebnis erhalten wie
mit dem Entropiemaximumprinzip. Da es keine Rolle spielen darf, beziiglich welchem Beob-
achter der Energie-Impuls-Tensor zerlegt wird, ist diese Form des Eddington-Faktors zwingend,
wenn der Drucktensor nur von der im Beobachtersystem gemessenen Energie, dem dort gemes-
senen Impuls und der 4-Geschwindigkeit des Beobachters abhingen soll. Insbesondere gibt es
dann ein System, in dem der Drucktensor isotrop ist, nimlich das mit der 4-Geschwindigkeit

VA4 in dem der Impuls verschwindet.

Ein anderes Ergebnis ist also nur zu erwarten, wenn der Variablensatz erweitert wird oder mehr

Momente in die Theorie einbezogen werden.

Nach (15.42) bewegt sich das System V4 (isotroper Drucktensor) gegen den Beobachter U4

mit der Geschwindigkeit
3x —1
;= cfl; = l;. 15.43
o= Bl = ey [ 7 (15.43)
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Unter Verwendung der Formel fiir den relativistischen Doppler-Effekt (H.27) 148t sich zeigen,
daB die Verteilungsfunktion (15.11) ausgedriickt durch die GroBen im System V4 lautet

Y . hcky, ( a >1/4
E ;

= —— mit
/ exp=—1 kg

(1]

(15.44)

sie hat also die Form der Planck-Verteilung; insbesondere ist sie isotrop.

Wir fragen nach der Bedeutung der Bedingung fiir einen Freistrahl, y = 1. Aus (15.40) folgt
dann 3 = 1, und wir schlielen aus (15.43), da8 sich der Beobachter U# gegen das System V4
mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Nach (15.38) wird die Energie e des Freistrahls unendlich

gro, wenn die Energie E im System V4 nicht verschwindet.

Wie haben wir diese Ergebnisse zu interpretieren? Der Schliissel liegt in der Anwendung des
Entropiemaximumprinzips (bzw. des Entropieprinzips der Erweiterten Thermodynamik). Da-
mit die Entropie maximal werden kann, muf es einen Mechanismus geben, der es der Strahlung
gestattet, viele Zusténde ”auszuprobieren”, und sich den giinstigsten, also den Zustand maxi-
maler Entropie, ”auszuwihlen”. Der einzige Mechanismus, der dies gestattet, ist die Wechsel-
wirkung mit Materie; in einem Freistrahl kann sich der Zustand der Strahlung nicht &ndern.
Nur durch diese Wechselwirkung kann sich im Ruhesystem der Materie eine isotrope Verteilung

einstellen.

Wir haben also das Beobachtersystem V4 als das Ruhesystem der Materie zu interpretieren,
und nicht, wie es die zitierten Autoren suggerieren, das Beobachtersystem U4. Die Annahme,
dal U4 die Materiegeschwindigkeit ist, ist physikalisch unsinnig. Damit werden Arbeiten, die
die nichtlinearen Effekte des Eddigton-Faktors aufgrund dieser falschen Annahme untersuchen,

fragwiirdig, z.B. [1].

Es folgt, daf} die prisentierte Theorie nur giiltig ist, wenn im Ruhesystem der Materie lokales
Gleichgewicht herrscht, denn nur dann kann die Verteilung von der einfachen Form (15.44) sein.
Ein sich mit Lichtgeschwindigkeit gegen die Materie bewegender Beobachter (den es nicht geben
kann) séhe die Gleichgewichtsstrahlung als Folge der Aberration (H.28) als Freistrahl. Als Folge
des Doppler-Effektes (H.27) wiirde er den Photonen eine unendliche Frequenz zuordnen.

Lokales Nichtgleichgewicht, insbesondere Freistrahlen, kann, wie in dieser Arbeit gezeigt wurde,

nur durch eine grofle Zahl von Momenten beschrieben werden.
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Anhang A

Entropie und Entropiebilanz

A.1 Statistische Definition der Entropie

Nach BorTzMANNs statistischer Definition der Entropie gilt
S=kglnW. (A.1)

S ist die gesamte in einem Korper enthaltene Entropie, kg = 1.3806 1023 J/K ist die Boltzmann-
Konstante und W ist die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten des durch die Verteilungsfunktion

f gegebenen Zustandes. W muf} aus der Kenntnis von f bestimmt werden.

Wir gehen vor wie folgt: Der von x; und k; aufgespannte Phasenraum wird in M Zellen = der
Grofle dx dk aufgeteilt, die geeignet durchnumeriert werden. In jeder dieser Phasenraumzellen
gibt es x, = ydxdk Plitze (s = 1,..., M), auf fiir die Photonen. Der Proportionalitétsfaktor
y ist also das Inverse desjenigen Phasenraumvolumens, das genau einen dieser Plitze enthilt.
Die Zahl von Photonen in der Zelle =, wird mit N, bezeichnet und es gilt N, = f dx dk.

Die Quantenmechanik lehrt uns, daf§ es sich bei Photonen um Bosonen handelt [17], also um
Teilchen, von denen beliebig viele auf einem Platz sitzen kénnen. Bosonen sind ununterscheid-
bar, d.h. wenn zwei Bosonen vertauscht werden, &ndert sich der Zustand des Bosonengases
nicht.

Um W zu berechnen, fragen wir zunéichst nach der Zahl der Moglichkeiten, N, ununterscheid-
bare Teilchen auf die y, Plitze der Zelle Z, zu verteilen. Aquivalent dazu ist die Frage, wieviele
Moglichkeiten es gibt, N, Teilchen durch x, — 1 Winde zu trennen oder, anders gestellt, auf
wieviele Weisen y, + Ny — 1 Elemente (Teilchen und Wiinde) angeordnet werden kénnen, wenn

Xs bzw. Ny von ihnen ununterscheidbar sind [38]. Die Antwort liefert die Kombinatorik: In
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der Zelle =, gibt es

Méoglichkeiten. Die gesuchte Zahl W ergibt sich aus dem Produkt iiber alle Zellen,
(xs + Ns—1)!
W= H AR (A.2)

Unter Zuhilfenahme der Stirlingformel In N! ~ NIn N — N folgt damit fiir die Entropie

NS Ns Ns NS
S=ka) b1 {xs—llnxs—l - (Hxs—l)ln(Hxs—l)]' (A.3)

Unter der Annahme, dafl jede Zelle sehr viele Plitze enthélt, x, > 1, sowie mit y, = ydx dk

und Ns; = f dx dk erhalten wir, indem wir die Summe in ein Integral umwandeln,

S:—kB/[flng—( +f)n (1+§)]dxdk. (A.4)

Daraus ergibt sich die Entropiedichte der Strahlung als
_ f f
h=—kg fln;—( + f)In 1—1—5 dk. (A.5)

Die GroBe y ergibt sich aus der Quantenmechanik zu 1/ (27)° fiir jede Polarisationsrichtung.
Es gibt nur transversale Strahlung, die durch zwei Polarisationsrichtungen beschrieben werden
kann. Wir betrachten nur unpolarisierte Strahlung, unterscheiden also keine Polarisationsrich-

tungen, und koénnen setzen

(A.6)

A.2 Die Entropiebilanz

Indem wir Oh/0t bilden und Jf /0t mittels der Strahlungs-Transport-Gleichung (1.35) elimi-

nieren, kommen wir zur Entropiebilanz [39][44]

Oh _ 0¢,

pu— . A.

Die neuen Formelzeichen stehen fiir den Entropieflufl

gzﬁk:—k:Bc/nk [flng—(wf)ln (1+§)}dk (A.8)

und die Entropieproduktion

o= k:B/ [111 (1 + g) —In ﬂ S dk. (A.9)
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Absorption und Emission in Gasen

B.1 Verteilungsfunktion des Gases

Wir betrachten die Absorption und Emission von Linienspektren in Gasen. Um die Beschrei-
bung des Gases nicht unnétig zu komplizieren, betrachten wir ein einatomiges ideales Gas. Die
Atome dieses Gases konnen in verschiedenen Quantenzustéinden vorliegen, die wir durch ihre

Energien E,, v = 1,2, ..., charakterisieren.

Die Verteilungsfunktion des Gases definieren wir wie folgt: Es ist

die Zahldichte von Gasatomen im Quantenzustand v mit Geschwindigkeiten aus dem Intervall
(C;, C; + dC;), die sich zur Zeit t im Ortsintervall (z;, z; + dz;) befinden. C; ist die Geschwindig-
keit eines Atoms gemessen aus dem Schwerpunktsystem des Gases. Die Masse eines Atoms wird

mit m bezeichnet.
Mittels der Verteilungsfunktion lassen sich die folgenden Mittelwerte definieren:

Partialzahldichte der Teilchen im Quantenzustand der Energie F,:

ng, (x;,t) = /Fu(iﬁi,t,oi) dC, (B.2)

Gesamtzahldichte:

n(zit) =Y nm, (w0 t) = 3 / Fy(z:,t,Cy) dC, (B.3)
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Partial und Gesamtmassendichte:

o,(xi,t) =mng, (z;,t) , o(x;,t) =mn(x;t), (B.4)

Dichte der thermischen Energie:

ou(z;, t) = Z/%CQFV(xi,t, C;) dC, (B.5)

Dichte der Quantenenergie:
vileit) = 3 By, (0, t) = SE, / Fy(wi,1,Cy) dC. (B.6)

Zudem gilt

0= Z/mCiFy(xi,t, C;) dC. (B.7)

Der Integrationsbereich ist jeweils der gesamte Geschwindigkeitsraum.

Die Temperatur des Gases ist definiert durch die kalorische Zustandsgleichung
3k
w(zi t) = ==ZT(x;,t). (B.8)
m

Im thermischen Gleichgewicht stellt sich die Verteilungsfunktion als die Maxwell-Boltzmann-

3
m __m 02
Ef =nf [ ¢ T (B.9)

mit der Partialzahldichte im Gleichgewicht

Verteilung heraus,

Ey_

np =ne 8T, (B.10)

n ist die Gesamtzahldichte (B.2).

B.2 Absorption, spontane und erzwungene Emission

Betrachten wir zunéchst ein einziges Atom. Damit es seinen Quantenzustand vom Zustand v

zum Zustand v/ d&ndern kann, mufl ihm die Energie
ANE, ., =FE,—FE, (B.11)

zugefithrt bzw. entzogen werden. Das geschieht durch die Absorption bzw. Emission eines
Photons dieser Energie, folglich durch ein Photon der Frequenz

AEV—>V'
h

, (B.12)

U=ck=
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Der Querstrich bezieht sich darauf, dafl @ die Frequenz ist, die im Ruhesystem des Atoms
gemessen wird. Im Ruhesystem des Teilchens definieren wir jetzt atomare Emissions- und

Absorptionswahrscheinlichkeiten.

Wir beginnen mit der spontanen Emission, einem Vorgang, bei dem ein angeregtes Atom plotz-

lich in einen Zustand niedrigerer Energie iibergeht — unter Emission eines Photons. Die Grofle
AZheE g (B.13)

gibt die Wahrscheinlichkeit an, dafl das Atom wihrend des Zeitintervalls dt ein Photon mit
Wellenvektoren aus (Ei, ki + dEi) spontan emittiert. Also ist

ABemlek i (B.14)

die Zahl der pro Zeiteinheit von einem Atom emittierten Photonen.

Das Atom ”sieht” eine Photonenverteilung fdk. Die Zahl der pro Zeiteinheit absorbierten
Photonen mit Wellenvektoren aus (Ei, ki + dEi) ist gegeben durch
BEANEF k. (B.15)

a g,
Neben diesen beiden Effekten gibt es noch einen dritten, den der stimulierten Emission. Sie
wurde von Einstein postuliert, um auf einfache Weise die Planck-Verteilung begriinden zu
koénnen. Bei der stimulierten Emission wird das Atom von einem Photon getroffen, und emittiert
ein genau gleichartiges. Wir definieren die Grofle

BE ek F (i (B.16)

e R,

als die Zahl der von dem Atom pro Zeiteinheit durch diesen Effekt erzeugten Photonen.

Insgesamt erzeugt das Atom pro Zeiteinheit

(Agzth + (BEV—}LLCE o BEV-H?,CE) 7) dE (B17)

eR, a g,

Photonen mit Wellenvektoren aus (Ei, ki + dEi) )

Die Funktionen Ag”_hd“ , BEvthek ynd BE»~"* gind rein atomare GroBen, hingen also nicht
v a e

von irgendwelchen makroskof)ischen GréBen wie Dichte oder Temperatur ab; zudem sind sie

richtungsunabhéingig, der Wellenvektor geht nur iiber seinen Betrag k ein.

(B.17) ist die Photonenproduktion, wie sie ein Beobachter auf dem Teilchen wahrnimmt. Ein
Beobachter im Schwerpunktsystem des Gases sieht das Teilchen jedoch mit der Geschwindigkeit

C;, wird also aufgrund des Doppler-Effektes andere Frequenzen wahnehmen.
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Sei k die Wellenzahl im Laborsystem, dann gelten folgende Transformationsregeln (Anhang H)

F = (B.18)
dk = %dk. (B.19)

Das Atom im Quantenzustand v mit der Geschwindigkeit C; erzeugt fiir den Beobachter im

Schwerpunktsystem pro Zeiteinheit

(Ag,;—th + (giyhcﬁ . §§u+ﬁcﬁ) f) %dk (BQO)

Photonen mit Wellenvektoren aus (k;, k; + dk;); dabei ist noch k nach (H.27) zu ersetzen.

Es gibt F), dC dx solcher Atome am Ort x;, d.h. es werden insgesamt am Ort x; pro Zeiteinheit

> / (Agg—ficE - (BEVW - BEﬁﬁcE) f) %F dC dx dk. (B.21)

eE, a g,

Photonen produziert.

Die Strahlungs—Transport-Gleichung lautete (1.35)

of of

Dabei war S dx dk die Zahl der am Ort x; pro Zeiteinheit produzierten Photonen mit Wellen-
vektoren aus (k;, k; + dk;), ist also gleich (B.21). Nach einer leichten Umsummierung erhalten

WIr

% % k
S = Z/ (Fy (Agz—hck + §§urwkf) - FV*hCE??I _f) - dC. (B.23)

v —hck

Die Form (B.23) hat den Vorteil, dal im Integranden nur Ausdriicke stehen, die Uberginge
zwischen den Quantenzustiinden E, und E, — hick beschreiben. In den folgenden Abschnitten

werden wir uns damit beschiftigen, diesen Ausdruck zu vereinfachen.

B.3 Gleichgewicht: Einstein-Koeffizienten

Im thermischen Gleichgewicht zwischen Gas und Strahlung muf} gelten S = 0, sowie F, = F¥

und f = fig. Wir erinnern (B.9) und definieren mittlere Absorptions- und Emissionskoeffizien-
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ten durch
1 ik
E,—hck _ E AEy,—hck

Ay (k,T) = n—gu Fy AR T dC, (B.24)
1 ik

BE”_E’Ck<k, T) _ - FfBEV_th— dC, (B.25)

e, ng, €, k

BE  (k,T) = _ / FE _BE k dC (B.26)

@ By—hck ng _pewt V' am,onkk '

Die so definierten Koeffizienten sind die iiblicherweise in der Literatur zu findenden Einstein-

Koeffizienten.

Man {iberlegt sich leicht, daf die Einstein-Koeffizienten aufgrund der Isotropie von F'¥ beziiglich

C; auch isotrop beziiglich k; sein miissen, also nur von k£ abhéngen kénnen.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet

0— Z (ngu (Agz—hck(k’T) . ggfhck(hT) f|E> - ”gu—hckgglhck(k’jﬂ) f|E> . (B.27)

Unter der Anahme, daf8 im Gleichgewicht jeder Ubergang E, «— E, — fick in jede Richtung
gleich oft stattfindet, muf jeder Summand fiir sich verschwinden'. Wir 16sen nach fp auf und
erhalten mit (B.10, B.11)

Apr " (k, T) 1
fip = ?—ﬁck By : (B.28)
B™ (k7 T) JgE —ﬁck(k’T) 2=
eE, WG’@T —1
e B,
Im Gleichgewicht miissen wir aber die Planck-Verteilung vorfinden (1.32),
Y
flE=—0 (B.29)
exp 35 — 1
und es folgt
Ap MR T) (B.30)
BEufﬁck(k% T) ’ :
eE,
B® (K, T
a B, —hck
—— = 1. B.31
BEU_th(k', T) ( )
eE,

Diese Ubereinstimmung wiire ohne die Einfithrung der stimulierten Emission nicht gefunden

worden.

Die drei Einstein-Koeffizienten sind miteinander verkniipft, es geniigt einen zu messen. Und in

der Tat, es sind diese Koeffizienten, die gemessen werden, nicht die atomaren Grofien.

'Hier wird nicht darauf eingegangen, daf es verschiedene Zustinde gleicher Energie geben kann.
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B.4 Nichtgleichgewicht: Der Relaxationszeitansatz

Wir betrachten den Fall, daf3 Strahlung im Nichtgleichgewicht mit einem Gas im Gleichgewicht

wechselwirkt. Dann reduziert sich (B.23) auf

S=—k(f—fiE)- (B.32)

k ist der effektive Absorptionskoeffizient und ist gegeben durch

hck Ey
k(k,T,n) =n (e’“JTT — 1) ZBE”_th(k, T) e *5T. (B.33)
eR,
Das Inverse des Absorptionskoeffizienten kann als die mittlere freie Flugzeit eines Photons
zwischen zwei StéBen mit einem Atom interpretiert werden. Damit entspricht (B.32) dem Re-
laxationszeitansatz in der kinetischen Gastheorie (Krooksches Modell) [19]. & ist eine Funktion
der Wellenzahl k sowie der Gastemperatur 7" und der Atomzahldichte n und mufl gemessen
werden.
k hiingt von der Gasdichte n linear ab, verschwindet also im Vakuum.

Fiir den einfachen Sonderfall der grauen Materie ist x unabhéngig von der Wellenzahl.

Mit dem Relaxationszeitansatz (B.32) lautet die Strahlungs-Transport-Gleichung (1.35)

o n»axi =—k(f—fr). (B.34)

In dieser Form gilt die Strahlungs-Transport-Gleichung fiir einen Beobachter im Schwerpunkt-

system der Materie, 1/k ist die Relaxationszeit, die ein Beobachter in diesem System mift.

Schon diese Gleichung ist nicht einfach losbar. Wollte man die Abweichungen des Gases vom
Gleichgewicht beriicksichtigen, hat man (B.23) mit der Nichtgleichgewichtsverteilung des Gases
auszuwerten. Ist das Gas nur wenig aus dem Gleichgewicht gebracht, so gibt der Relaxations-

zeitansatz wenigstens den fiihrenden Term des Stofiterms wider.

Wir notieren noch den Stofiterm fiir den Fall, dafl die Geschwindigkeitsverteilung des Gases im

Gleichgewicht ist, nicht jedoch die Verteilung der Anregungsenergie (ng, # nf, ),

TLEV

_he Yy
S = Zéi: ' k(ka T) (TLEV,th - nEu) <TLE,,TI€_1 - f) : (B35)

Um mit diesem Stoffterm zu arbeiten, miiffiten wir also die Atomzahldichte jedes Anregungs-
zustandes einzeln verfolgen. Das bedeutet eine drastische Erhshung des mathematischen Auf-

wandes.



B.5. DOPPLER-VERBREITERUNG VON LINIENSPEKTREN 118

B.5 Doppler-Verbreiterung von Linienspektren

Als Beispiel berechnen wir den Einstein-Emissionskoeffizienten fiir den Fall, daf3 der atomare

Emissionskoeffizient eine reine Delta-Funktion ist,
% — 1

d.h. ein Atom soll nur Photonen der Frequenz ckqy aussenden. Das stimmt mit der Realitét nur
bedingt tiberein, in Wirklichkeit ist A7 " eine Lorentz-Kurve ([20], Abschnitt 12.2.2).

Aus (B.24) mit (B.9, B.10) und der Néherung (H.29) fiir kleine Teilchengeschwindigkeiten ergibt

sich zunichst

ABk e T) = A, [T <k—-ckkk—ko) (1-z0) e %ac )
TTRB

Wir setzen Cj, = Cy, mit einem Normalenvektor v, sowie dC = C?dC df2, mit dem Raum-

winkelelement df2,. Mit den Rechenregeln

§(az) = —58(z) / 9(2) 8(z — o) d = (o) (B.38)

ABehek gy — A4 (B0 (kg 2/6 g B.39
mo (R T) orenT \ %) ) Ly’ ! (B39

Jetzt gehen wir in ein Koordinatensystem, in dem der Vektor k; in x3-Richtung zeigt, d.h.

folgt

Vikr = kcos? und d), = —d cos ¥dy, und erhalten nach Integration tiber ¢

T

ARk (5, T) = —A\/_3 i (%) / L gt (B.40)
(1—%) J fcosd] cos '

mit

me: [k —ky\>
o (i -

Bei der Losung des Integrals ist der Vorzeichenwechsel bei 7/2 zu beachten. Es ergibt sich mit

der Substitution 1/cosd = z zu

™

1 oo
—————— @ cos? d /BZ d — 7/8. B.42
/ |cos I et Ccos ?9 / ® e ( )

=0

Das fithrt uns zu dem endgiiltigem Ergebnis

me® ko _me (koko)?
Y o7 2kpT
27TkJBT k‘2

APk (K, T) = 24 (B.43)
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Aus der scharfen Emissionslinie wird eine (sehr schmale) Gaufl-Glockenkurve um die Frequenz

cky. Je hoher die Temperatur ist und je leichter die Gasatome sind, desto breiter ist die Glocke.

Aufgrund der Doppler-Verbreiterung emittiert ein Gas also alle Frequenzen — die meisten al-
lerdings mit verschwindend geringer Wahrscheinlichkeit. Daher kann Strahlung sich mit einem

solchen Gas ins Gleichgewicht setzen.

Das tatsiichliche Emissionsspektrum ist aufgrund der grofien Zahl der moglichen Uberginge

(Serien) eine Uberlagerung von sehr vielen Glockenkurven.



Anhang C

Kugelflaichenfunktionen

In diesem Anhang werden symmetrische und irreduzible Tensoren sowie die Darstellung der
Kugelflichenfunktionen als symmetrische irreduzible Tensoren vorgestellt. Die Beweise fiir die
angegebenen Formeln beruhen mehr auf geduldigem Buchhalten von Moglichkeiten als auf

interessanten Gedanken und sind daher nicht aufgefiihrt.

C.1 Vollstindig spurfreie symmetrische Tensoren

C.1.1 Symmetrie

Ein n-stufiger Tensor S;,;,...;, heiit symmetrisch, falls fiir jedes Indexpaar i;, iy, gilt
SiliZ"'ij""ik"'in = Sllzzlkljzn (Cl)

Ein nichtsymmetrischer Tensor A;,;,. ;, wird symmetrisiert durch die Vorschrift

1
Alirigein) = o (Aiyigin_sin + Aivigeinin_, + - alle Index — Permutationen) . (C.2)

Die Indizes in den runden Klammern kennzeichnen den symmetrischen Anteil des Tensors. Z.B.

gilt fiir den symmetrischen Anteil eines Tensors zweiter Stufe
1

Ein vollstdndig symmetrischer n-stufiger Tensor hat

n+1)(n+2)

> (C.4)

Zsym -

unabhéngige Flemente.
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C.1.2 Spurfreiheit

Ein n-stufiger Tensor S;,4,. , heifit vollstéindig spurfrei (oder irreduzibel), falls fiir jedes Index-
paar i;, 1, gilt

ijik

Der irreduzible Anteil eines symmetrischen Tensors A wird nach der folgenden Vorschrift

ivigein
gewonnen [49]

15l
2

A<i1i2~--in) - Zanké(i1i2“'5’i2k—li2kAi2k+1~--in)jl---jkjl---jk: (CG)
k=0
mit
'(2n — 2k — 1!
(n —2k)! (2n — )11 (2k)N
5 n gerade
n
I3 = ©)
"T’l n ungerade
125
nl! = nn—2)---(2oder 1) = H (n —2y)
=0
Zur Berechnung etwas iibersichtlicher ist die Schreibweise
Alivig.iny = Airigein + ny (0iyin Ak + Permutationen) +
+ny (04150450, Aisoin kit + Permutationen) + (C.8)

Dabei sollen nur die Permutationen der Indizes auftreten, die wirklich verschieden sind, also
nicht durch die Symmetriebedingungen ineinander zu iiberfiihren sind. Dann sind die Koeffizi-

enten gegeben durch

_1)k
Qnyy = 73 (=1 . (C.9)
[T 2n—2-1)
5=0
Beispiele:
Ag = 4
1
Ajy = A(ij)_gAkkéij (C.10)

1
Aiey = Ay — £ (Aandsn + Agidix + Agauydis)
Ein vollstéindig irreduzibler n-stufiger symmetrischer Tensor hat

Z(Swn) =2n+1 (Cll)
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unabhéingige Elemente.

Ein symmetrischer Tensor A;,..;, 148t sich durch die spurfreien Anteile seiner Spuren darstellen

gemif
[

Anzn == an,k (52'11'2 cee 5Z’2k71’i2kA(k) ) + - (Pnk Terme)) y (C12)
k=0

(i2k41-9n
dabei bedeutet AEZ);CH--- i) die k-fache Spur von A4;,..;, und es gilt

n!

P, = . 1
BT (= 2k) 2R ! (C.13)
Die Koeffizienten b, j, sind durch eine Rekursionsformel bestimmt,
bp—2 j—
bpp = —2bl (C.15)

2n+1—2k

C.2 Kugelflichenfunktionen im Euklidischen Raum

Eine Darstellung der Kugelfliichenfunktionen ist gegeben durch die irreduziblen symmetrischen
Tensoren [50]

Dabei sind die erzeugenden Vektoren n; Einheitsvektoren, in Kugelkoordinaten etwa dargestellt
durch
n; = {sin ¥ sin ¢, sin ¥ cos p, cos ¥}, . (C.17)

Die Kugelflichenfunktionen sind in dem Sinne orthogonal, daf fiir die Integration iiber den
Raumwinkel df) = sin ddidy gilt

/n<1;1 R L TR njm>dQ = i 5 , . . (C18)
(i1-in) {J1° "Jin) =

11 2+1)
7=0

Dabei ist Ok,..x, ein verallgemeinerter Einheitstensor mit gerader Indexzahl [, definiert durch

1!
Okyeky = Okyhy =+ " Oky_yhy + 7+ + < (%)!2% Elemente > . (C.19)
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Ein wichtiger Zusammenhang ist die Uberschiebung eines Tensors A;,;, ;. mit dem Integral in
(C.18)

0 n#m
Ai1i2.uin /7’1,(“ Ce ninm(jl e njm>dQ = ! . (020)
niA G1+Gn) n=m
(25+1)
3=0
Ferner gilt die wichtige Formel
n

2n+1



Anhang D

Phinomenologische Erweiterte
Thermodynamik mit

Lagrange-Multiplikatoren

In diesem Anhang wird die Erweiterte Thermodynamik fiir eine Komponente eines mehrkom-
ponentigen Systems formuliert, also etwa fiir die Strahlung oder das Gas in einem Strahlung-
Materie-System. Wir beschrinken uns dabei auf ideale Mischungen; die Behandlung geschieht
in Anlehnung an [37].

D.1 Voraussetzungen

Wir betrachten ein thermodynamisches System mit den Komponenten A und B. Der ther-
modynamische Zustand des gesamten Systems sei vollsténdig bestimmt durch die Groflen
us, A = 1,...N, die die zu betrachtende Komponente A beschreiben und durch Grofien
vg, B=1,... M, die den mit B bezeichneten Restanteil der Mischung beschreiben. Fiir die u4

sollen Feldgleichungen der Form
ou A oF Ak

= Py, (D.1)

existieren, die die Evolution der u,4 in der Raum-Zeit beschreiben. Diese Gleichungen kénnen

z.B. die Momentengleichungen der kinetischen Theorie der Strahlung sein.

Wir bezeichnen die u4 als Volumendichten, die F4, als Fliisse und die P4 als Produktionen.
Das Ziel der folgenden Abschnitte ist die Berechnung von Materialgleichungen fiir Fliisse und

Produktionen, bzw. fiir die Momente, d.h. von Gleichungen, die Fliisse und Produktionen auf



D.1. VORAUSSETZUNGEN 125

die Felder u4 und vp zuriickfiihren.

Wir gehen im folgenden davon aus, daf} fiir die vg ein Satz von Gleichungen existiert, aus
denen sie bestimmt werden kénnen. Desweiteren gebe es fiir den Anteil B eine Entropiebilanz
der Form oy 0%
A ~

3T ST (D.2)
dabei ist n(vg) die Entropiedichte von B, ®;(vp) der Entropiefluf und ¥(vg) die Entropie-
produktion. Letztere haben wir aufgeteilt in einen Anteil s> 0, der die Entropieproduktion
aufgrund der Wechselwirkungen zwischen den Teilchen von B untereinander beschreibt und
in einen Anteil 3, der die Entropiezufuhr durch Wechselwirkungen von B mit der von uns

ausgewihlten Komponente A beschreibt.

Die Gleichungen fiir die vp miissen nicht notwendig aus den Prinzipien der Erweiterten Ther-
modynamik gewonnen worden sein. In der Einleitung haben wir z.B. die Materie, mit der
die Strahlung wechselwirken soll, durch die klassische Thermodynamik irreversibler Prozesse

beschrieben’.

Das Ziel der Erweiterten Thermodynamik ist es, aus den Momentengleichungen (D.1) ein
geschlossenes System von Feldgleichungen fiir die Felder u4, den Variablen der Erweiterten
Thermodynamik, zu erhalten. Dazu werden Materialgleichungen fiir die Fliisse Fl4;, und die

Produktionen P4 benotigt.

In der Erweiterten Thermodynamik idealer Mischungen sind diese von der Form
Far = Far(up), (D-3)
PA = PA(UB, Uc) . (D4)

Eine Besonderheit der Erweiterten Thermodynamik ist, dafl in den Materialgleichungen weder
Gradienten noch Zeitableitungen der uy auftreten. Daher ergibt sich fiir die u4 ein System von

Feldgleichungen erster Ordnung.

Die Idealitit der Mischung spiegelt sich darin wieder, daf} die Fliisse nicht von den vg abhéngen.
Dies gilt nicht fiir die Produktionen, die auch eine Folge der Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen verschiedener Komponenten sind. Immerhin kénnen wir die Produktionen zerlegen in
einen Anteil

Py =Pa(up), (D.5)

der aus den Wechselwirkungen der Teilchen der betrachteten Komponente A untereinander
resultiert, und einen Anteil
?A :fA(uB,vo), (D.6)

!Dann hiingen Entropieflul und -produktion zusitzlich von den Gradienten der vp ab.
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der die Wechselwirkungen der Teilchen verschiedener Komponenten beschreibt. Es gilt
Py=Py+ P, (D.7)

Eine Losung des Feldgleichungssystems (unter Beriicksichtigung der Gleichungen fiir die vg)

fiir ein Anfangsrandwertproblem heifit thermodynamischer Prozef3.

Wieviele und welche Variablen u4 zur Beschreibung eines gegebenen thermodynamischen Pro-
zesses benotigt werden, kann in der Regel nur durch Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

entschieden werden.

D.2 Das Entropieprinzip

Die Materialgleichungen (D.3, D.4) werden durch das Entropieprinzip eingeschriinkt. Dieses
werden wir jetzt fiir eine Komponente eines mehrkomponentigen Systems formulieren, also etwa

fiir die Strahlung in einem Strahlung-Materie-System. Wir orientieren uns wieder an [37]:

i.) Die Losungen der Feldgleichungen (D.1) miissen eine weitere Bilanzgleichung, die (Partial-)

Entropiebilanz der Komponente A, erfiillen,

oh 00,

=0=0+70. D.
ot t 3, c=0+7 (D.8)

h ist die Entropiedichte, ¢, ist der EntropiefluB und o ist die Entropieproduktion, die wir
wieder entsprechend der Wechselwirkungsprozesse in zwei Anteile geteilt haben. & ist die
interne Entropieproduktion innerhalb der Komponente, & ist die Entropiezufuhr aufgrund der

Wechselwirkung mit den anderen Komponenten.

ii.) Auch die unter i.) eingefiihrten Groflen sind durch Materialfunktionen gegeben, die nur

von den Variablen abhéngen,

h=9(wa), ¢ =p(ua), 7=5(ua), 7="5(usvp). (D.9)

iii.) Unter dem Begriff Gleichgewicht verstehen wir einen Proze8, in dem alle Produktionen
verschwinden. Im Gleichgewicht nimmt die Entropiedichte i ein Maximum an. Dies wird
garantiert durch die Bedingung

0?h
Dundun negativ de finit. (D.10)
Im Nichtgleichgewicht mufl die Gesamtentropieproduktion positiv sein,

S+S+5+7>0. (D.11)
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Falls entweder die eine oder die andere der beiden Komponenten alleine vorliegt, reduziert sich
diese Bedingung auf
>0, ¢>0. (D.12)

Da ¥ und G in einer idealen Mischung vollig unabhiingig von der Anwesenheit der jeweils
anderen Komponente sind, gelten diese Gleichungen auch im Mischungsfall. Daher reduziert
sich (D.11) auf

Y +7>0. (D.13)

Wir kénnen die Entropiebilanz (D.8) also schreiben als

Pt o 2T (D.14)

D.3 Auswertung des Entropieprinzips

Die Entropieungleichung (D.14) mu8 fiir alle thermodynamischen Prozesse gelten, d.h. fiir alle
Losungen der Feldgleichungen. Die Feldgleichungen bilden also Einschrdnkungen an die Felder
ua, die die Entropiebilanz erfiillen sollen. Nach einem Lemma von Liu [33] kann man sich von

diesen Einschrankungen durch Lagrange-Multiplikatoren A4 befreien. Danach muf3 die neue

oh Oy, Oug  OFa S
e Wt -4 _ > )
o am, M ( o om L A) > (D-15)

fiir alle Felder u, gelten. Die Lagrange-Multiplikatoren sind Funktionen der u 4.

Ungleichung?

Ausdifferenzieren liefert

oh Oouy 0Py, OF 41 =
- -+ — —+ > ). .
<8uA AA) ot (&EAk AA) oz, AaPa > (D.16)

Da diese Gleichung fiir alle Felder u4 gelten muf, gilt sie auch fiir beliebige Werte der Ablei-
tungen. Wir schlielen, dafl gelten muf3

dh = AA duA, (Dl?)
dp, = AadFag. (D.18)

Die Ungleichung reduziert sich auf
AyPy>—% (D.19)

Aus der Bedingung (D.10) und der Gibbs-Gleichung der Erweiterten Thermodynamik (D.17)

folgt

O\
%B — symmetrisch und negativ de finit. (D.20)
A

2 Auch fur die Multiindizes A gilt die Einsteinsche Summationskonvention.
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Damit ist die Abbildung u4 < A4 umkehrbar und die us und die F4; konnen als Funktionen
der Lagrange-Multiplikatoren angesehen werden fiir die gilt

on'

= —=— D.21
L\ 8/\,4 ) ( )
O,
Fap = — : D.22
e (D22
Die Potentiale b’ und ¢, sind definiert durch
h/ = h-— AAUA, (D23)
G = & — NaFa. (D.24)
Aus (D.22) folgen Integrabilitéitsbedingungen,
OF 4, OFpy
= D.2
9hp DA, (D-25)

die Einschrinkungen an die Fliisse bilden. Die Auswertung dieser Beziehungen wird in dem
Buch von Miiller&Ruggeri [37] fiir viele Beispiele durchgefiihrt.

Die Produktionen sind durch die Restungleichung (D.19) eingeschrinkt, jedoch lassen sich fiir
sie keine quantitativen Aussagen treffen. Hier liegt der grofle Vorteil der kinetischen Theorie
von Gasen (ob Strahlung oder Atome), da die Produktionen aus den Wechselwirkungstermen
und der aus dem Entropiemaximumprinzip bestimmten Verteilungsfunktion berechnet werden

kénnen.

Zum Abschluf3 dieses kurzen Uberblicks sei gesagt, daf8 die nach den Prinzipien der Erweiterten
Thermodynamik bestimmten Materialgleichungen symmetrisch-hyperbolische Feldgleichungs-
systeme liefern. Diese haben einige gern gesehene Eigenschaften, wie die Endlichkeit aller
Ausbreitungsgeschwindigkeiten, Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie deren stetige

Abhéngigkeit von den Anfangs- und Randbedingungen.



Anhang E

fmax als Losung der

Strahlungs—Transport-Gleichung

Es ist eine interessante Frage, ob die maximierte Verteilungsfunktion dem Anspruch geniigt,
eine Losung der Strahlungs—Transport-Gleichung zu sein. Wir werden jetzt untersuchen, unter

welchen Umsténden diese Frage positiv beantwortet werden kann.

Da wir die Verteilungsfunktion nur in erster Ordnung berechnen konnten, kénnen wir auch
nur eine Nidherungslosung der Strahlungs—Transport-Gleichung erwarten. Wir werden also nur
y und alle Orts-

und Zeitableitungen) beriicksichtigen. Die Rechnung ist durchaus etwas umsténdlich, weshalb

lineare Glieder in den Abweichungen vom Gleichgewicht (das sind die Xzimmin

wir sie in vielen Schritten explizit machen.

Wir betrachten die Strahlungs-Transport-Gleichung mit einem Potenz-Gesetz fiir die Absorp-
tion und isotroper Streuung, ebenfalls nach einem beliebigen Potenz-Gesetz,
of of

— +cn;

— —kk” (f = fip(k,T)) — Ck* (f — % /fdQ> . (E.1)

Wir setzen die linearisierte Verteilungsfunktion (5.17) in diese Gleichung ein und erhalten nach

der Linearisierung

aE|E OE|E X —_ a)\zzlz2zn> aX{mzm)
<W + cn; oz, + ; HZ:O: ENiy -+ - M) ot + cny, 2,
R N
= — ("% + ") Y O Eang i Mg (E.2)
r=0 n=1

Nur wenn diese Gleichung giiltig ist, ist die maximierte Verteilungsfunktion eine Losung der

Strahlungs-Transport-Gleichung. Wir werden jetzt zeigen, daf3 dies genau dann der Fall ist,
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wenn die aus der Entropiemaximierung stammenden Momentengleichungen erfiillt sind. Fiir

die oben angestzten Wechselwirkungsprozesse lauten diese mit y = ]“;?—CT
out | Oui _ —EY Y Clt+v,s)Cl X" (uq — uf (T)) (E.3)
at axk . - 9 sq |E .
out. out, ot
(i102+in) n ({f1i2-in—1) (iria-ink)
1-6, E.A4
ot + M1 Oz, e Oz, ( ) (E4)

= —K)ZZC t—l—l/ S qu Xq o <u1112 ’Ln>) N
_CZ ZC’ (t+p,s It <u((1i1i2"'in>>

Um (E.2) zu vereinfachen, verwenden wir die Hilfsformel (C.21), definieren die Abkiirzungen

~r n! ,

Migigin) = — T Miyigein)> (E.6)
l_[0 (27 +1)
]:

lilo(% +1)

und erhalten

N R
n=0

1 8)( 1 10x
67‘ 67‘L - 67‘ 6n
*( 1 OX ot 10n13 c— 0z
i n Niiny |, Nt
n n— 17 in 1 _ 6n
+ ot + CQn +1 0x;,) te oxy, ( )|+

R ~T
~ r\T N+1 a)\<<7'1227' )
+n<i12'2--~iN+1>Zk X C2N+ 37 Oz, >N
IN+1

r=0

N R N
- _Zﬁ<i1i2“'i”>’{Zkr+yxr/\<i1i2~-~in) o
r=0
R o~
Z 1122 ) CZI{:T_F“XT)\(Z'MQ“-Z'”}-
r=0

Da die 7, ,...4,) unabhéngig sind, miissen ihre Faktoren verschwinden. Fiir n < N erhalten wir
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die Bedingungen

10 110
Zk'r‘ T ( TlénOX 8>t< — 57«15711 cC— ajf (Eg)
aA 1122 “in n aX?(lezz 1) a)\ (i1t2-+ink)
- ") (1~ 6,
+ ot + 0271 +1 0x;,) te oxy, ( v)

R
— _KZkT+VXT>‘<i1i2~~in> _
r=0
R o~
—CZ]CT+#XT)\<Z‘1,L'2...%> (1 — 6n0) .
r=0

Fiir n = N + 1 ergeben sich die Forderungen

Ny i
Pty _ g (E.10)
axm“)

Diese bilden Einschrinkungen an die )\ y und damit an die uj, Sie lassen sich

1142+ 0n) "
interpretieren als Rudimente der N + 1. Momentengleichungen, wie sie sich ergeben, wenn alle

(i192-iN

Momente hoheren Grades als N gleich Null gesetzt werden.

Es ist klar, daf} diese Gleichungen fiir N — oo nicht auftreten, und damit auch nicht die durch
sie gegebenen Einschrinkungen an die Felder. D.h. die maximierte Verteilungsfunktion kann
nur dann eine exakte Losung der Strahlungs-Transport-Gleichung sein, wenn N nach unendlich
geht und die Bedingung (E.9) erfiillt ist, die wir jetzt weiter behandeln.

Wir ersetzen die )\ mittels (5.24, E.6) durch

(i192-+in)

R t+3

~p —IX
)‘<i1i2~~-in> - Zcrt 47Ty (u§i1i2~~-in> - ulzzlzzanE(T)) y (Ell)

und erhalten fiir n = 0 und n # 0 die Bedingungen (es wird wieder linearisiert, daher gibt es

keine neuen Ableitungen von x)

S 10X 5 xR ul(T)
ka (—( Dy ) (£.12)

r=0

o1 X_ 8u auk
43

= —HZ Z/{:””C ! Xo (ut — ultE(T))

r=0 t=0
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R R t
c 1 Oy X3 Oul(T)
§ Ex | —= | 6p—== § C n E.13
— X < 3( 'y O +t:0 " Amy Oy ! ( )
out . out,. . . out. . .
X" (i1d2-+in) n ((i192-in—1) (i1i2--ink)
C! 1-6,
Z " Ay < ot +C2n—|—1 Bzrin e Oxy, ( N))>
o X u! g X
= —K E"C, Wi i) — € k™HC, Uliyigemin) -
rz—% tz_; " dmy ) rz_% t= Amy i)

Schreiben wir mit (5.19, 5.23) uf, als

C
t _ i1 _¢-3
up(T) = 47ryt 35X (E.14)

so sehen wir leicht, dafl die jeweils ersten Terme dieser Gleichungen verschwinden.

In den Klammern auf den linken Seiten von (E.12, E.13) identifizieren wir die linken Seiten
der Feldgleichungen (E.3, E.4), die wir durch ihre rechten Seiten ersetzen. Indem wir einige
den Termen gemeinsame Faktoren herausnehmen und beriicksichtigen, daf gilt C'(t + v, s) =
C(t,s + v) erhalten wir

R R R R

3333kl ) (1 1)

r=0 t=0 ¢=0 s=0

R R
_ Zkrwcr—tl T (uf —u((T))
=0

t=0

<

R R R R
mz Z Z ZkTXT“Lq_”*?’C,;lC(t’ s+v)C Wi i) T (E.15)

R R R R
CZ Z Z ZkTXTJrq_Mgcr_th(tv s+p)C Wiyigein)

r=0 t=0 ¢q=0 s=0

R R
= /»;Z Zk””cﬁl T3, Zm ) +CZ ZerruC 1 r+t+3 <1122min>.

r=0 t=0 r=0 t=0

_|_

Die Gleichungen sind von dhnlicher Struktur, es geniigt zur Diskussion, nur eine zu betrachten;

wir wihlen die erste. Umbenennen der Indizes erleichtert den Vergleich der beiden Seiten,

Z Zk‘rx’”“q "C'C(t, s +v)Cy, (uq - u|E (T)) (E.16)

0 ¢g=0 s=0

[M] =
WE

r=0 t

I
M=
] =

ket (uq _ “TZE(T)> ‘

<
Il
=)
w
Il
=)
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R

Falls >°C,'C(t,s 4+ v) = 6,4., gilt, sind diese Bedingungen erfiillt. Das jedoch ist nur der Fall
q=0

fir s+v < R. Erst fiir R — oo tritt dieses Problem nicht auf, und die Gleichung wird zu einer

Identitat.

Wir schlieBen, dafl die maximierte Verteilungsfunktion mit unendlich vielen Momenten (R, N —
o0) zusammen mit den mit ihrer Hilfe bestimmten Momentengleichungen eine Losung der (li-

nearisierten) Strahlungs—Transport-Gleichung ist.

Weiterhin wird diese Gleichung eine Identitit, wenn wir uns auf echt graue Materie (v = p = 0)
beschrinken. D.h. im Fall echt grauer Materie miissen wir nur die Bedingung R > Oerfiillen.

Es geniigt, R = 1 zu setzen.



Anhang F

Verteilungsfunktion auflerhalb eines

Hohlraumes

Wir betrachten die aus einem mit Gleichgewichtsstrahlung gefiillten Raum austretende Strah-
lung, die sich auBBerhalb des Raumes im Vakuum ungestoért ausbreitet (Hohlraumstrahlung) und
fragen nach der Photonen-Verteilung, die sich im Abstand r von der Strahlungsquelle einstellt.
Das ist deshalb ein interessantes Problem, weil die von der Sonne ausgestrahlte Strahlung fast

perfekte Gleichgewichtsstrahlung zur Temperatur T, = 5700K ist.

Wir betrachten zwei kleine Flachenelemente dAg und dAp mit den Normalenvektoren nf und
nZD ; den Verbindungsvektor zwischen den beiden Flichen bezeichnen wir mit [; = [n;. dAg sei
ein Element der Offnung des Raumes durch die die Strahlung austritt oder der Sonnenoberfli-
che, dAp sei ein Flichenelement eines Strahlungsdetektors. Wir fragen nach der Verteilungs-

funkton fp an der Stelle des Detektors.

Abbildung F.1: Zur Geometrie von Sender und Detektor
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Pro Zeiteinheit fliegen
enin; dAs fip dk (F.1)

Photonen mit Wellenzahlen aus (k, k + dk) und Richtungsvektoren aus einem Raumwinkel df?
um n; durch die Fléiche dAg (siehe Abb. F.1). Diese Photonen treffen nur dann auf den Detektor,
wenn sie einen Raumwinkel um den Verbindungsvektor durchfliegen, der mit der Schattenfléiche

des Detektors iibereinstimmt, also
?sind do dp = nmf) dAp. (F.2)

Damit gilt auch

1
2
Die vom Sender kommende Strahlung, die durch den Detektor transportiert wird, erhalten wir,

dk = k* dksind d dp = k* dk—n;nP dAp. (F.3)

indem wir diese Formel in (F.1) einsetzen als
c
73 dAs dAp ninngn; figk® dk. (F.4)

Andererseits wird entsprechend (F.1) die Detektorfléiche von
cdAp nPn; fpk? dk dS (F.5)

Photonen pro Zeiteinheit durchsetzt. Aus dem Vergleich der beiden letzten Formeln schlieflen
wir
dAg

fok? dk dS2 = fik? dknin; =" (F.6)

Dies ist die Zahldichte von Photonen mit Wellenzahlen aus (k, k 4+ dk) und Richtungsvektoren

aus einem Raumwinkel df)2 um n; am Ort des Detektors.

Definieren wir einen Winkel ¢, durch cosd; = nf n;, so sehen wir, daf8 diese Zahldichte nicht
von der Grofle der Senderfliche dAg abhéngt, sondern nur von ihrer Projektion nfnj dAg =
cos ¥, dAg in Richtung der Verbindungslinie. Das ist jedoch nur der Fall, wenn die Strahlung
isotrop abgestrahlt wird, also f|g eine isotrope Funktion des Vektors n; ist. Am Detektor
ist es also nicht moglich, zu entscheiden, in welche Richtung die Flichennormale des Senders
zeigt. Diese Eigenschaft der Hohlraumstrahlung ist als LAMBERTsches Kosinus-Gesetz bekannt.

Aufgrund dieses Gesetzes erscheint uns die Sonne als Scheibe und nicht als rédumlicher Korper.

Wir betrachten eine kreisformige Senderfliche mit Radius Rs. Ein Flichenelement dieser Fli-
che hat die Grofle
dAs = RdRdyp, (F.7)

sein Ortsvektor sei 77 = { R cos ¢, Rsin ¢, 0}, und sein Normalenvektor sei n? = {0, 0, 1},. Der
Ort des Detektors liege bei 2P = {0,0,7}, (Abb. F.2). Damit ergibt sich der Abstandsvektor
zu

D — 27 ={—~Rcosp, —Rsinp,r}, (F.8)

3 J—

li:l'
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v aA

Abbildung F.2: Zur Geometrie des Kreisstrahlers
mit dem Betrag
[ =+Vr?+ R2 (F.9)
Damit und mit d2 = sin 9 dv) dy folgt aus (F.6)
—rRdR

(r2 + R2)2
Nun gilt [ cos¥ = r und also
dcosﬁz—sim?dﬁzd(f> :ﬂRg,. (F.11)
[ (r2 + R2)?

Wir sehen, daB gilt fp = fig, wenigstens fiir Winkel 9, die so gewihlt sind, dafl in Richtung

¥ vom Detektor noch Senderfliche zu sehen ist, also fiir alle ¢ die kleiner sind als ¥,.x =

T

A /R%—H’z ’

arccot RL = arccos
©

Wir fassen zusammen: Im Abstand r von einem kreisférmigen Hohlraumstrahler mit Radius

R findet man eine Photonen-Verteilungsfunktion von

r2

fr = (F.12)
0, v e (arccos \/W,ﬂ'/2)

dabei ist f|g die Verteilungsfunktion im Hohlraum.

,
fie, V€ (O,arccos o )

Aufgrund des Lambertschen Gesetzes ist diese Betrachtung auch auf Sonnenstrahlung anwend-
bar. Aufgrund der Geometrie (Abb. 10.1) ergibt sich dann (10.1).



Anhang G

Gibt es eine Strahlungstemperatur?

G.1 Entropieproduktion und Planck-Temperatur

Wir erinnern uns an die Entropieproduktion durch Wechselwirkung von Materie und Strahlung

(3.18),
o Y hck

Wir definieren eine frequenz- und richtungsabhéingige Strahlungstemperatur (Planck-Temperatur)

T*(k,n;) gemaB [41][6]]26]
hek (% + 1> . (G.2)

Es gilt also f = ﬁ, die Planck-Temperatur gibt der Verteilungsfunktion die Form der
ex W*

Planck-Verteilung. Im Vergleich mit der maximierten Verteilungsfunktion (5.11) sehen wir, daf3
die Lagrange-Multiplikatoren der Erweiterten Thermodynamik Entwicklungskoeffizienten der

inversen Planck-Temperatur sind,

1 1 r r—
Mit der Planck-Temperatur kénnen wir fiir (G.1) auch schreiben
/ 11 hekS dk >0 (G.4)
- T = '

Hier ist hckS dk die von der Materie absorbierte bzw. emittierte Strahlungsenergie von Strah-
1
s
als die Temperaturdifferenz zwischen Strahlung mit (k,n;) und der Materie. Betrachten wir

lung mit Wellenzahlen um &k und Richtungsvektoren um n;. ( — %) kann interpretiert werden,

den Wechselwirkungsterm eines Absorptions-/Emissionsprozesses,

S=-kK (f - f\E) =~k ( h:gk h:gk _ 1) ’ (G5)

exp 7w — 1  exp kpT
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so sehen wir, daf fiir 7% = T keine Energie zwischen Materie und Strahlung mit (k, n;) aus-
getauscht wird, gleichzeitig verschwindet die Entropieproduktion. Das ist genau, was man
im thermischen Gleichgewicht erwartet: Temperaturgleichheit, kein Energieaustausch und ver-
schwindende Entropieproduktion. Damit ist die Bezeichnung Temperatur fir 7*(k,n;) ge-
rechtfertigt: Die Strahlung mit (k,n;) steht im thermischen Gleichgewicht mit Materie der
Temperatur 7', wenn gilt 7% =T

Hier handelt es sich jedoch nicht um eine Temperaturdefinition fiir die gesamte Strahlung,
sondern nur fiir Strahlung mit Wellenzahlen um %&£ und Richtungsvektoren um n;. Fiir den
Sonnenstrahl etwa ist T* = Ty, wenn n; von der Sonnenoberfliiche auf den Beobachter zeigt,
andernfalls ist 7™ = 0.

Das geeignete Thermometer bestiinde aus Materie, die nur in einem sehr engen Wellenléngen-
bereich absorbieren und emittieren kann, und zwar nur Strahlung aus einem engen Raumwin-
kelbereich. Fiir alle anderen Frequenzen und Richtungen miisste diese Materie transparent sein.
Diese hypothetische Materie konnte in ein Gleichgewicht mit der Nichtgleichgewichtsstrahlung

treten. Dann hétte sie die Temperatur T*(k, n;) .

G.2 Entropie und Entropiefluf

Wir erinnern die Definition der Entropiedichte (1.18) und bilden ihr Differential. Mit der
Definition der Planck-Temperatur (G.2) erhalten wir eine ” Gibbs-Gleichung”,

1
dh = /ﬁ (hek f) dk. (G.6)
(hick f) dk ist die Energiedichte von Strahlung mit (k,n;), TL kann als der integrierende Faktor

am Differential dieser Energiedichte bezeichnet werden. Damit hat 7™ eine weitere aus der

Thermodynamik bekannte Eigenschaft der Temperatur.

Mit (G.3) erhalten wir die Gibbs-Gleichung der Erweiterten Thermodynamik (D.17),

Wir betrachten nun den Entropieflufl (A.8), setzen dk = k*dkdQ = 1/3 % dk d€2 und fiithren

eine partielle Integration durch. Das gibt uns zunéchst

1 [ hc®kny , 30f
B = —5/ AR b d (G.8)

Nach einer weiteren partiellen Integration konnen wir schreiben

[ hctkny.f 1, 0F
b, = / hemd (1 $2T ) i (G.9)
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hc?kny, fdk ist der Energieflufl von Strahlung mit (k, n;), entsprechend ist m;#dk der reduzierte
Energieflufl dieser Strahlung. An (G.9) ist zu sehen, dafl der Entropieflul von Strahlung mit

k
(k,n;) gegeben ist durch das <1 + 3T O7=

ok
wir auf einer anderen Ebene abermals bestitigt, dal der Entropieflufl ungleich dem Quotienten

>—fa,che des reduzierten Energieflusses. Hier finden

aus Energieflufl und Temperatur ist.

G.3 Mittlere Planck-Temperatur

Nach den vorhergehenden Betrachtungen ist es klar, dafl es kein Thermometer gibt, das eine
Gesamttemperatur der Nichtgleichgewichtsstrahlung ohne Entropieproduktion messen kann.
Immerhin ist es moglich, einen Mittelwert von 7™ zu bilden, und diesen als mittlere Strah-

lungstemperatur zu bezeichnen. Hier bietet sich z.B. ein Energiemittel an,

hek
1 / ?fdk

—_— = G.10
T+ [ hekfdk ( )
Die Erweiterte Thermodynamik liefert mit (G.3) fiir diesen Ausdruck
D ST AR A
- = - . G.11
T+ e ( )

Eine weitere Moglichkeit ist eine Definition der mittleren Strahlungstemperatur geméfl

hck , ,

T*

T [hckSdk P, (G.12)

Mit dieser Definition erhilt die Entropieproduktion (G.1) die Form

r Y hck 1 1
S z - > (0= —— = | > .
U-I—T k‘B/ {ln(f—l—l) kBT]Sdk_O T‘(T T*> >0 (G.13)

Die mittlere Temperatur hat, da nicht mefibar, keine wirkliche physikalische Bedeutung. Sie
148t sich nur rechnerisch bestimmen, wenn die Verteilungsfunktion bekannt ist. Wir schlie-
Ben, indem wir unserer Uberzeugung Ausdruck geben, daf8 die Definition einer Temperatur im
Nichtgleichgewicht nicht moglich ist.

Mit der Einfithrung der Planck-Temperatur beschreiben wir die Strahlung als Mischung mit un-
endlich vielen Komponenten verschiedener Temperatur. Nur auf diese Weise scheint es moglich,
den Temperaturbegriff aus der Gleichgewichtsthermodynamik in die Nichtgleichgewichtsther-

modynamik zu iibernehmen.



Anhang H

Grundlegende Begriftfe der

Relativitatstheorie

Naturgemifl konnen wir keine umfassende Begriindung der Relativitétstheorie liefern, sondern
werden nur die fiir uns interessanten Ergebnisse mitteilen. Diese sind im wesentlichen den

Biichern von FLIESSBACH [18], MULLER [38] und DE GROOT et.al. [23] entnommen.

H.1 Spezielle Relativitéidtstheorie

Die spezielle Relativititstheorie behandelt die Transformation zwischen Inertialsystemen. Iner-
tialsysteme (IS) sind Systeme, die sich gegeniiber dem Fixsternhimmel unbeschleunigt bewegen.

In IS haben die physikalischen Gesetze die einfachste Form.

H.1.1 Koordinaten und Lorentz-Metrik

Zeit- und Raumkoordinaten werden zu den Komponenten eines Vektors in der 4-dimensionalen
Raumzeit zusammengefaflt,

z4 = {xo,xi}A = {ct, z;}*; (H.1)
groflbuchstabige Indizes durchlaufen im folgenden stets die Werte A = 0,1,2,3, der Wert 0
bezeichnet die Zeitkoordinate, die Werte i = 1,2, 3 entsprechend die Ortskoordinaten'.

! Auch hier gilt die Einsteinsche Summationskonvention: Uber zwei gleiche Indizes wird summiert. Dabei ist

darauf zu achten, daf je ein Index hoch- und einer tiefgestellt sein mu$.
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Die Lorentz-Metrik wird definiert geméf3

1 0
NaB = . (H.2)
0 =0 | 4p

Das Wegelement in der Raumzeit ist gegeben durch

ds® = n g dz? dzP = Adt* — dx;da;. (H.3)

H.1.2 Lorentz-Transformation

Lorentz-Transformationen sind dadurch gekennzeichnet, dal sich das Wegelement durch die
Transformation nicht éndert. Das bedeutet insbesondere, dafl sich eine Lichtwelle in jedem In-
ertialsystem mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ fortpflanzt. Zum Beweis betrachtet man die Trans-
formation zwischen den Inertialsystemen IS und IS’ mit xo = 25, x5 = x4 und eine Lichtwelle, die
sich in IS mit der Geschwindigkeit d;/dt = ¢ bewegt. Dann gilt ds? = dt* (¢ — (dx1/dt)*) = 0.
Da aber gelten mufl ds? = ds? folgt auch dx/dt’ = c. Die Beobachtung der Invarianz der
Lichtgeschwindigkeit in Inertialsystemen (MICHELSON&MORLEY) bildete die Grundlage fiir

die Entwicklung der Speziellen Relativitéitstheorie.

Es stellt sich heraus, daf§ die Lorentz-Transformation eine lineare Transformation sein muf,

' = A3, (H.4)
mit der Transformationsmatrix
¥ —/c Vi
AL = , H.5
1

= H.6
= e (H.6)
Vi ist die Geschwindigkeit des Systems IS’ gemessen aus IS. Die inverse Transformation wird
geschrieben als 2 = A32'B; offensichtlich gilt A3 = A4 (=V4).

H.1.3 4-Tensoren

Unter einem 4-Vektor versteht man einen Vektor, der sich geméf3
VA = AgVP (H.7)

transformiert. Die Komponenten mit hochgestellten Indizes werden als kontravariante Kompo-

nenten bezeichnet. Die kovarianten Komponenten erhélt man aus der Vorschrift

Va=n45V". (H.8)
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Mit der Inversen der Lorentz-Metrik 748 = 1,5 erhalten wir die kontravarianten Komponenten
als
VA =ntPVp. (H.9)

Ein kovarianter Vektor transformiert sich also gem:if3?
Vi=n45V"" = napAeVE = napAén“PVp = ARVp. (H.10)

A% ist die Inverse der Transformationsmatrix AZ.

Verallgemeinernd bezeichnet man einen Tensor als 4-Tensor wenn sich seine kontravarianten
Indizes mit A%, und seine kovarianten Indizes mit AL transformieren. Z.B. gilt fiir einen 4-
Tensor dritter Stufe

T 50 = ASABASTP . (H.11)

Die Ableitung /024 transformiert sich wie ein kovarianter Vektor:

0 _0af 9 50

or'A  Ox'AJxB AdgB”

(H.12)

H.1.4 Eigenzeit

(H.4) gilt auch fiir die Differentiale, dz?* = A4 da'B. Fiir eine in IS’ ruhende Uhr gilt dz'™4 =
{cdt’, 0,0, O}A. Der Beobachter in IS mifit die Zeit dt = vy dt’. Die im Ruhesystem der Uhr

gemessene Zeit wird als Eigenzeit T bezeichnet. Es gilt mit ¢/ = 7

dr = dt =/1—=V2/c2dt. (H.13)
Y

H.1.5 4-Geschwindigkeit und 4-Impuls

Die Spezielle Relativititstheorie verlangt Gleichungen, die forminvariant gegeniiber Lorentz-
Transformation sind und im klassischen Grenzfall (v < ¢) die bekannten klassischen Gleichun-
gen ergeben. Aufgrund dieser Forderungen lassen sich alle physikalischen Gesetze in lorentzin-
varianter Form herleiten. Wir benotigen die Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungs-

gleichung.

Die 4-Geschwindigkeit eines Massenpunktes wird definiert geméfl

dx?
A—_
ur = dr’

2Die Metrik ist invariant gegen Lorentz-Transformation.

(H.14)
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sie ist ein 4-Vektor, 7 ist die Eigenzeit des Teilchens. Es gilt

dz? dxB ds\? ds'\?
A 2
UAU 4 = o ZZ) = (22 ) = H.1

A= NAB" g gy (dT) (dT) < (H.15)

hier bezeichnet ds’ = cdr das Wegelement im Ruhesystem des Teilchens.

Die Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichung lautet

dPA A
—— =F H.1
p* = moU™ (H.17)

ist der 4-Impuls, mg ist die Ruhemasse des Teilchens und die Minkowski-Kraft F4 ist gegeben
durch

A
v K, v Ky,
FA:{7 b K+ (- 1) 2 } , (FL18)
K; ist die Newtonsche Kraft.
Fiir den 4-Impuls gilt
det dz; " E *
A _ act 4Ly _ A=
p —mo{ o dr} {moye, moyvi} {C,pz} : (H.19)

E bezeichnet die Energie, p; den relativistischen Impuls und mgyy = m ist die Masse des
bewegten Massepunktes. Hier findet sich die berithmte Einsteinsche Formel fiir die Aquivalenz

von Masse und Energie
E = mc?. (H.20)

Diese begriindet sich wie folgt: Die 0-Komponente von (H.15) lautet mit (H.18) und (H.13)

% = v; K;. Da v; K; die zugefiihrte Leistung ist, ist die Bezeichnung Energie fiir E' gerechtfertigt.

Fiir den Betrag des 4-Impulses gilt
p'pa = E*/¢ — pip; = mgUUs = mic®. (H.21)

Fiir die Energie folgt

E = \/(mgc2)2 + 2pipi, (H.22)

moc? ist die Ruheenergie des Teilchens.

H.1.6 Photonen

Fiir Teilchen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, gilt 1/v = 0. Dies fiihrt nach (H.19) zu

unendlich groflen Energien, wenn die Ruhemasse verschieden von Null ist. Fiir solche Teilchen
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3

mufl gelten my = 0, insbesondere gilt dies fiir Photonen®. Dann ergibt sich jedoch fiir die

Energie ein unbestimmter Ausdruck der Form £ = 0/0.
Aus diesem Dilemma hilft die Quantenmechanik heraus, die fiir die Energie eines Photons den
(uns schon bekannten) Ausdruck liefert,
Epy, = hck. (H.23)
Aus (H.22) folgt mit my = 0 fiir den Betrag des Impulses
VDipi = E/c = hk. (H.24)

Mit dem Richtungsvektor der Photonen n; und dem Wellenvektor k; = kn; folgt der Impuls

eines Photons

Der Photon-4-Impuls lautet also
p* = {hk, ik} = Bk {1,n,}", (H.26)

es gilt pp4 = 0. Man beachte, daf8 die Bewegungsgleichung in der Form (H.16) fiir Photonen

keinen Sinn macht, da fiir diese gilt dr = 0.

H.1.7 Doppler-Effekt und Aberration

Da der 4-Impuls ein Lorentz-Vektor ist, transformiert er sich geméfl (H.7). Als Folge transfor-

mieren sich Wellenzahl k£ und Richtungsvektor n; geméfl den Vorschriften

K= ky(l—npVi/c) (H.27)
;o (= /eVit (v = 1) )
n = Vi (H.28)

(H.27) beschreibt den relativistischen Dopplereffekt: Der Beobachter in IS’ sieht eine andere
Frequenz ' = ck’ als der Beobachter in IS. (H.28) beschreibt die Aberration: Der Beobachter

in IS’ ordnet dem Photon eine andere Richtung n; zu als der Beobachter in IS.

Ist die Transformationsgeschwindigkeit V; sehr viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit, so er-

geben sich hieraus als Nidherung die klassischen Formeln fiir Dopplereffekt und Aberration
(Entwicklung bis zu Gliedern O (V/c))

n, ~ n;(1+nVi/c)—Vi/c (H.30)

1

3Massebehaftete Teilchen konnen nie die Lichtgeschwindigkeit erreichen, da dazu unendlich groBe Krifte

wirken miissten.
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H.1.8 Transformation des Impulsraumelements

Wir fragen nach den Transformationseigenschaften des Impulsraumelements d®p = h3dk. Nach
(H.27, H.29) transformiert sich der Wellenvektor gem#fl

ki="Fk —ky/cVi+(y—1) ‘?/Zk K. (H.31)
Die Transformationvorschrift lautet
k!
dk' = 'gk;z dk (H.32)
3

mit der Jacobi-Determinante |0k./0k;|

A%
V2

ok!
ok;

bij —/cVing + (v —1)

= v(1—=1/cniVy) = % (H.33)

Es folgt, dal dk/k ein Lorentzskalar ist. Das lorentzinvariante Impulsraumelement wird defi-
niert durch e
P

H.2 Allgemeine Relativititstheorie

Die Spezielle Relativitéitstheorie beschéftigt sich mit den Vorgéngen in Inertialsystemen. In
Nichtinertialsystemen (also beschleunigten Systemen) treten in den physikalischen Gesetzen
zusitzliche Terme auf, die die Inertialkrifte beschreiben. Nach EINSTEIN handelt es sich bei
Inertialkréften um Gravitationskréifte!, die von den Massen im Universum herriihren (Mach-
sches Prinzip). Damit sind Gravitationskriifte dquivalent zu Beschleunigungskriiften (Aquiva-
lenzprinzip). Es folgt, da8 die Gravitationskriifte durch den Ubergang in ein beschleunigtes
System eliminiert werden kénnen. Das beste Beispiel hierzu ist ein Beobachter in einem frei
fallenden Fahrstuhl: dieser stellt fiir die Bewegung eines Massenpunktes keine Schwerkraft fest.
EINSTEIN verallgemeinert: In einem frei fallenden System laufen alle Vorginge so ab, als ob
kein Gravitationsfeld vorhanden wire. Dabei mufl das betrachtete System so klein sein, daf} die
Inhomogenitéiten des Feldes vernachliissigt werden kénnen. Ein frei fallendes System im Erd-
feld ist dann etwa ein Satellitensystem®. Diese Systeme werden auch als lokale Inertialsysteme

(LIS) bezeichnet, in ihnen gelten die Gesetze der Speziellen Relativitéitstheorie.

4Da schwere und trige Masse gleich sind (E6tvos) sind Inertialkriifte und Gravitationskrifte proportional
zur Masse eines Korpers.
’Strenggenommen nur der Schwerpunkt des Satteliten.
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Zu den relativistischen Gesetzen mit Gravitation, den Gesetzen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie, fiihrt eine Transformation vom LIS zu einem relativ dazu beschleunigten System®.
Die Spuren, die diese Transformation in den Gesetzen hinterl:ifit, beschreiben den Einfluf3 der

Gravitation.

Im folgenden beziehen sich alle Groflen in Groflbuchstaben auf das LIS.

H.2.1 Metriktensor

Wir betrachten zwei Ereignisse im LIS mit den Koordinaten X4, X4 4 dX4. Ihr Abstand ist
gegeben durch

ds® = 0 pd X dXP. (H.35)
In irgendeinem beschleunigten System seien die Koordinaten der Ereignisse 24, 24 +dz4. Dann
folgt

X49X5B
ds® = UAB%? a@xD dzCdx? = gopda©da®, (H.36)

A B . . . . .
gop =14 B%% ist der Metriktensor der Transformation, wir nehmen geop zunéchst als be-

kannt an. Durch gop ist sowohl die Kriimmumg des Raumes als auch die Wahl der Koordinaten

auf dem Raum bestimmt.

H.2.2 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung (H.16) fiir ein wechselwirkungsfreies Teilchen im LIS kann geschrieben
werden als 2xA

— =0. H.37

d)\2 ( )

Dabei ist A = 7/my fiir massebehaftete Teilchen, fiir Photonen ist A ein geeigneter Bahnpara-

meter, der so gewihlt wird, daf} gilt

dx4
A= — H.38
Pr= (H.38)
Die Losung beschreibt eine geradlinige Bewegung im LIS. Aus (H.37) folgt zunéchst
x4 d [(0XAdxP 0XA d>xB 0?XA dx® dx®
= — = — + =0 (H.39)
d\ d\ \ 0B d\ oxB d\ 0xBozC d\ d\
und daraus dann die Bewegungsgleichung im System z4
d*xP dz? dz¢ dp®
__1b = _TD _»BpC. H.4

6Dieses kann z.B. relativ zur Erde ruhen.
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Hier wurden als Abkiirzung die Christoffel-Symbole I'E, eingefiihrt,

orP 92X4

rp, —2r 92
BC T 59X A 9rBoxC’

(H.A41)

sie sind durch die Metrik eindeutig bestimmt

1 pa(0g9ac = Ogap Ogpc
Pgo = EgD <8xB * 92C  9zA ) (H.42)

Die Losungen von (H.40) beschreiben die Bewegung entlang geoditischer Linien, d.h. entlang

der kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punketen des gekriimmten Raumes.

H.2.3 Riemann-Tensoren

Der Riemannsche Raum ist festgelegt durch die Abstéinde seiner Punkte,
ds® = gapdx*dz®. (H.43)

Die Metrik ist symmetrisch und differenzierbar. Der Raum kann durch verschiedene Koor-

A A A

dinaten z#, 2" beschrieben werden. Diese hiingen iiber die Transformationsmatrizen o, o

zusammen geméf

o x/A

dz't = b dz? = apdx®
T
o A
dr? = a;UIB da'® = ahda'® (H.44)
adal = of
Es folgt
ds* = gapdzda® = gapagapda’®da’® = gppda'©da’” (H.45)

mit gl = gapaaal. Durch die Transformation éndert sich die Metrik, jedoch bleiben die

Abstiinde ds erhalten. Eine Grofe, die sich wie dz# transformiert heifit kontravarianter Vektor,
VA =agVB VA =agv'B. (H.46)
Den kovarianten Vektor erhilt man durch das Herunterziehen des Index,

Va = gapV?

!

=A Ayt
VB - OZBVA,VB - aBVA‘

Die Verallgemeinerung auf Tensoren beliebiger Stufe ist klar (vergl. (H.11)).
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Die partielle Ableitung 9/0x4 transformiert sich nicht wie ein Vektor. Dies ist aber der Fall

fiir die kovariante Ableitung, definiert fiir Skalare, Vektoren und Tensoren durch

oS
ShH = —
P ozP
ov4 OV
VA;D = oD + FgEan Vap = 9D + FEAVE (H.47)
TAB _ aTAB FA TEB FB TAE
D = 5p TiDE +1lpgl™, usw.

die Verallgemeinerung fiir hohere Tensoren mit gemischt ko- und kontravarianten Komponenten
ist evident. Mit der Lorentzmetrik 7 45 reduziert sich die kovariante Ableitung auf die partielle
Ableitung.

Gleichungen, die aus Riemann-Tensoren aufgebaut sind, sind forminvariant, d.h. sie haben in

jedem Koordinatensystem dieselbe Form.

H.2.4 Kovarianzprinzip

Es werden folgende Forderungen an die physikalischen Gesetze gestellt:

a.) in der Speziellen Relativitdtstheorie: Physikalische Gesetze miissen unter Lorentztransfor-
mation invariant sein. In einem speziellen Inertialsystem miissen sie bekannt sein (z.B. New-

tonscher Grenzfall im Ruhesystem).

b.) in der Allgemeinen Relativititstheorie: Physikalische Gesetze miissen unter beliebigen
Transformationen invariant sein (= kovariante Gleichungen). Im lokalen Ruhesystem (gap =

nap) ergeben sich die Gesetze der Speziellen Relativitétstheorie.
Mit diesen als Kovarianzprinzip bekannten Forderungen gelangt man schrittweise von den be-

wahrten Gesetzen der klassischen Physik iiber die Gesetze der Speziellen Relativitétstheorie zu

den Gesetzen der Allgemeinen Relativitiitstheorie.

H.2.5 Kriimmungstensor und Einsteinsche Feldgleichung

Was noch aussteht, ist die Bestimmung der Metrik, bzw. der Kriimmung des Raumes. Da
es hierfiir in der klassischen Physik keine Entsprechung gibt, ist das Kovarianzprinzip nicht

anwendbar.

Die Kriimmung des Raumes folgt aus der Metrik (H.43), allerdings ist den gap nicht ohne
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weiteres anzusehen, ob der Raum gekriimmt ist, da sie noch von den verwendeten Koordinaten

abhingen’. Ein geeignetes Maf fiir die Kriimmumng des Raumes ist der Kriimmungstensor

Mo Mgp
ozP 0x¢

Eine der Spuren des Kriimmungstensors heifit Ricci-Tensor,

Rpep = + Fg'BFgD - FgBFgC' (H.48)

Rpp = R*pap, (H.49)
dessen Spur heif3t Kriimmungsskalar,
R = R, = Rpg™"®. (H.50)

Beziiglich der Eigenschaften dieser Tensoren (Symmetrien, Zahl der unabhéngigen Komponen-
ten) siehe [18].

Im Falle, da8 R*zcp = 0 ist, ist der Raum eben.

Die gap werden aus der Einsteinschen Feldgleichung bestimmt (zur Begriindung siehe wie stets

[18]), - o
™
Rap — —gap = ———T*5. H.51
AB T 5 9AB A ( )
Hier ist G die Gravitationskonstante und TZ der Energie-Impulstensor (siehe den Haupttext
der Arbeit). Da die Erhaltung von Energie und Impuls verlangt 74,5 = 0, sind die zehn

Gleichungen (H.51) noch vier Einschrinkungen unterworfen,

R

<RAB - 59;13) = 0. (H.52)
;B

(H.51, H.52) bilden also sechs unabhiingige Gleichungen zur Bestimmung der zehn Komponen-

ten von gap. Vier Bedingungen an g4p sind also beliebig vorgebbar. Dies ist niitzlich: Die vier

Koordinaten z# sind frei wihlbar.

H.2.6 Transformation des Impulsraumelements

Wir fragen nach den Transformationseigenschaften des Impulsraumelements d®p zwischen den

Systemen z# und 2’4, Es gilt
op*

3., 3,./
d’p = 'ap/j d°p (H.53)
Fiir die Jacobi-Determinante folgt zunéchst
k k 1A k k /0
Op' _ Ox 8p' _ 8:@_}_835 ap'. (HL.54)
op'i Ox'A Opli oxi  0x'0 Opl

77.B. kann ja auch eine ebene Fliche durch krummlinige (etwa Polar-) Koordinaten beschrieben werden.
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Die Ableitung 9p°/dp’ wird berechnet wie folgt: Es gilt

98P p? = goop°p° + 290k0"P" + gjxp’p* = mic? (H.55)

Die Ableitung dieser Gleichung nach p" liefert

0 N 0 k
0 = (900" + gorp") 7= + gorP" + grap

op”
= goar” gii + garp™ = po gii + Dy
also o0 .
o = —p—;. (H.56)
Damit lautet die Jacobi-Determinante
‘ Op"| _ | 02" _ D) (HL57)
op'I oz’ 0z py,
Dies kann als die Determinante einer 4-Matrix geschrieben werden,
k J
Lz P ‘ e

wo 0/ = {0, 0, O}j . Mit den Rechenregeln fiir Determinaten ergeben sich folgende Umformungen

D}
‘ op* |1 p—(f) 1 ) p}
i - ok Sk — | sk 9k
dp D270 017 Po | g D27
/ oz B
_ i pAk _ i @pB
/ 5] / o]
Do 3;/,4' Do _&fm
9B zk B
_ 1 BQU—I:I?B—ML,APIC _ Do |0z '
! I5) / A
pO B;IA pO 8:’6,
oz B

Nun mufl die Determinate )Bm—’A‘ bestimmt werden. Es gilt fiir die Transformation zwischen
dem LIS und x4 (H.36) gap = %f—f%ﬁ—;’nw und also fiir die Determinaten

oxP
oxB

0X¢
9=l9asl = |53

|770D| (H'59)

wegen |nop| = —1 folgt oxC
' =+/—g (H.60)

orA

Damit gilt fiir die Transformation
d*X = \/—gd'z = \/—g'd*s’ (H.61)
Fiir die Transformation zwischen z# und 2’4 folgt also

Oz diz = ;g,d%

d'z =
S V=9

(I.62)
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Mit diesem Ergebnis ergibt sich endlich

a k — 7
‘ p,“ =v-d (HL.63)
/LR I RV
Mit (H.53) haben wir jetzt die gesuchte Transformationseigenschaft gefunden,
dip— VI (IL64)
Po V=9
Es folgt, dafl die Grofe
dp = Y942 (H.65)

Po
invariant ist. dP ist das invariante Impulsraumelement. Werden nur Lorentztransformationen
betrachtet, so findet man hier (H.34) wieder.

H.2.7 Eine Identitit

Wir beweisen die Giiltigkeit der Identitét

o oOp’
pA;B = FBcpca_pa- (H.66)

Zum Beweis betrachten wir die Komponenten einzeln. Wir wiihlen A = i und erhalten mit der

Definition der kovarianten Ableitung

i ! a 8pl a 1 7
+ IDep® = PBCpCa— =T%ep” 8 =Tep” (H.67)

a

op*
8B

Da p', 24 die unabhiingigen Variablen der kinetischen Theorie sind, gilt 9p’/0z® = 0 und die
letzte Gleichung ist identisch erfiillt.

Fiir A = 0 erhalten wir zunéchst

e  cOP°
P’ = FBcpog—pa, (H.68)
und mit (H.56)
a DPa
P’.p = —Thep”=". (H.69)
Po
Andererseits gilt wegen pPpg = m?c?
0= (p"pa) 5 = 20ap" 5 (H.70)
Es folgt
0 a 8]) C a C
pop’iB = —Pap” ;B = 5,8 T1BcP” | = —Pal'sop” (H.71)

Damit ist auch die Giiltigkeit von (H.68) gezeigt und also ist die Identitét (H.66) bewiesen.
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